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1. Ecuaţii diferenţiale de ordinul 1 
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Capitolul 1. ECUAŢII DIFERENŢIALE DE ORDINUL 1 
 

1.1. Consideraţii teoretice  
Se numeşte ecuaţie diferenţială ordinară cu o funcţie necunoscută 

de n ori derivabilă y: I → R, I interval, o relaţie  
F (x, y(x), y’(x), ..., y(n)(x)) = 0 

între variabila independentă x şi y(x), y’(x) = 
dx
dy , ... , y(n)(x) = n

n

dx
yd   

unde F: D → R, D ⊂ Rn+2. 
Relaţia se mai scrie  

F(x, y, y’, ... , y(n)) = 0 
şi se numeşte forma implicită a ecuaţiei diferenţiale. 

Dacă relaţia de definiţie reapare derivata de ordinul n a funcţiei y, 
aceasta fiind derivata de cel mai mare ordin efectiv prezentă, se spune că 
este o ecuaţie diferenţială de ordinul n. 

O funcţie f: I → R, I ⊂ R, de n ori derivabilă pe I pentru care 
F(x, f(x), f’(x), ..., f(n)(x)) = 0 

se numeşte soluţie a ecuaţiei diferenţiale.  
Dacă soluţia y = f(x) a ecuaţiei diferenţiale se reprezintă grafic în 

planul xOy, curba obţinută se numeşte curbă integrală a ecuaţiei 
diferenţiale. Determinarea tuturor soluţiilor unei ecuaţii diferenţiale se 
numeşte integrarea ecuaţiei. 

De multe ori ecuaţia diferenţială se poate scrie sub forma    

y(n)(x) = ϕ(x, y(x), y’(x), ... , y(n-1)(x)), 

ϕ: D1 → R, D1 ⊂ Rn+1. Aceasta se numeşte forma normală sau explicită a 
ecuaţiei diferenţiale. 
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În multe probleme practice este necesară determinarea unei soluţii 
a unei ecuaţii diferenţiale, care îndeplineşte anumite condiţii date, numite 
condiţii iniţiale. 

Problema rezolvării ecuaţiei date ştiind că în punctul x0∈I avem 
y(x0) = y0, y’(x0) = y0’, ... , y(n-1)(x0) = y0

(n-1)

se numeşte problema lui Cauchy relativă la ecuaţia diferenţială.  
Ecuaţiile diferenţiale a căror rezolvare se reduce la calculul câtorva 

integrale definite se numesc ecuaţii integrabile prin cuadraturi. 
 Vom trata în acest capitol ecuaţiile diferenţiale de ordinul 1 
integrabile prin cuadraturi, împreună cu metodele lor de integrare. 

 
1.1.1. Ecuaţii cu variabile separabile 
Ecuaţiile diferenţiale de forma 

dx
dy  = f(x)g(x) 

în care funcţiile f: [a1, b1] → R şi g: [a2, b2] → R sunt integrabile, se 
numesc ecuaţii diferenţiale cu variabile separabile. 

Se separă variabilele în membri diferiţi după cum urmează: 

                                   
)y(g

dy  = f(x)dx 

şi prin integrare se obţine 

                                   ∫
y

0y )t(g
dt  = , ∫

x

0x
ds)s(f

unde x0, x∈[ a1, b1 ] şi y, y0∈[a2, b2]. 
Notând: 

G(y) = ∫
y

0y )t(g
dt  , F(x) = şi φ(x, y) = G(y) - F(x), ∫

x

0x
ds)s(f

soluţia ecuaţiei va fi definită implicit prin relaţia: 
φ(x, y) = 0. 
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1.1.2. Ecuaţii diferenţiale omogene 
 Ecuaţiile diferenţiale de forma 

y’ = f(x, y) 
unde f este funcţie omogenă în x şi y se numesc ecuaţii diferenţiale 
omogene. 

 O funcţie f: R2→ R este omogenă în x şi y dacă pentru orice t∈R 
are loc relaţia 

f(tx, ty) = f(x, y). 
Pentru rezolvare se transformă ecuaţia dată în  

y’ = f( 1,
x
y  ) 

şi se substituie apoi  

u = 
x
y . 

Se obţine o ecuaţie cu variabile separabile. 

dx
du  = 

x
1 [ φ(u) – u], 

unde s-a notat  
φ(u) = f(1, u), 

φ fiind considerată continuă pentru u∈[α, β].  

Dacă φ(u) – u ≠ 0 în [α, β], adică x f(x,y) – y ≠ 0, rezultă:  

                        ∫ −

u

0u t)t(
dt

ϕ
 = ∫

x

0x s
ds , u0 = 

0

0
x
y , u = 

x
y  

De aici se obţine u şi apoi soluţia ecuaţiei omogene date. 
 

1.1.3. Ecuaţii diferenţiale liniare de ordinul 1 
Ecuaţiile diferenţiale de forma  

y’ + P(x)y = Q(x) 

unde P, Q:[a, b]→ R sunt funcţii continue, se numesc ecuaţii diferenţiale 
liniare de ordinul 1. 

 



                   Ecuaţii diferenţiale şi cu derivate parţiale prin exerciţii şi probleme  
 
4 

Dacă Q(x) = 0, atunci ecuaţiile se numesc liniare omogene. Când 
Q(x) ≠ 0, ecuaţiile se numesc liniare neomogene. 

Soluţiile generale sunt date de relaţia 

y(x) = [ C +  ]e  , C constant. ∫
∫x

0x

t

0x
ds)s(P

dte)t(Q
∫−
x

0x
dt)t(P

 
1.1.4. Ecuaţii diferenţiale de tip Bernoulli 
Ecuaţiile diferenţiale de forma 

y’ + P(x)y = Q(x)yα 

în care P, Q:[a, b]→ R sunt funcţii continue pe domeniul lor de definiţie, 
iar α∈ R se numesc ecuaţii diferenţiale de tip Bernoulli. 

Pentru α = 0 sau α = 1 ecuaţiile devin liniare. Vom trata în 
continuare cazurile α ≠ 0, α ≠ 1. 

Evident, funcţia constantă y = 0 este o soluţie a ecuaţiei. Fie z o 
soluţie pozitivă a ecuaţiei date pe un interval  [a1, b1] ⊆ [a, b].  

Se face schimbarea de funcţie  
u(x) = [z(x)]1 - α  

 şi se obţine ecuaţia diferenţială liniară de ordinul 1: 
u’(x) + (1 – α)P(x)u(x) = (1 – α)Q(x). 

 
 1.1.5. Ecuaţii diferenţiale de tip Riccati 

Ecuaţiile diferenţiale de forma 
y’ = P(x)y2 + Q(x)y + R(x) 

unde P, Q, R:[a, b]→ R sunt funcţii continue pe [a, b] se numesc ecuaţii 
diferenţiale de tip Riccati.  

În general, ecuaţia diferenţială de acest tip nu se poate integra prin 
cuadraturi. În cazul în care se cunoaşte o soluţie particulară z = z(x) se 
face schimbarea de funcţie 

y(x) = z(x) + 
)x(u

1 . 
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 După substituţiile adecvate, funcţia u se va determina din ecuaţia 
diferenţială liniară 

u’(x) + [2P(x)u(x) + Q(x)]u(x) + P(x) = 0. 
 

1.1.6. Ecuaţii cu diferenţială totală exactă 
Ecuaţiile diferenţiale de forma 

P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0 

cu P, Q: D→ R continue pe domeniul D⊂ R2, se numesc ecuaţii cu 
diferenţială totală exactă dacă există o funcţie U(x, y) astfel încât  

x
U
∂
∂  = P, 

y
U
∂
∂  = Q. 

Dacă funcţiile P şi Q admit derivate parţiale de ordinul 1, atunci 
condiţia ca expresia 

P(x, y)dx + Q(x, y)dy 
să fie o diferenţială totală exactă este                                   

y
P
∂
∂  = 

x
Q
∂
∂ . 

În acest caz soluţia ecuaţiei va fi dată implicit de  
U(x, y) = C, C = constant, 

unde 

U(x, y) = + , ∫
x

0x
0 dt)y,t(P ∫

y

0y
dt)t,x(Q

cu M(x0, y0) ∈ D convenabil ales. 
 

1.1.7. Ecuaţii diferenţiale implicite 
Ecuaţiile diferenţiale de ordinul 1 implicite sunt de forma  

F(x, y, y’) = 0 

unde F: D→ R, D⊂ R3, astfel încât ecuaţia nu este rezolvabilă în raport 
cu y’. 

Această ecuaţie se integrează prin metoda Sophus Lie astfel: 
ataşăm ecuaţiei suprafaţa 
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F(x, y, z) = 0 
obţinută înlocuind variabila y’ cu z. 

Unei soluţii y = ϕ(x) a ecuaţiei îi ataşăm curba (C) de pe suprafaţa  
definită anterior avînd ecuaţiile parametrice: 

(C) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

(x)'z
(x)y
xx

ϕ
ϕ  

De-a lungul curbei (C) are loc 
dy = zdx. 

Reciproc, dacă pe suprafaţa F(x, y, z) = 0 există o curbă (C) 
reprezentată prin ecuaţiile parametrice 

(C) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

)x(z
)x(y

xx

ψ
ϕ  

de-a lungul căreia are loc egalitatea dy = zdx, atunci proiecţia acestei 
curbe în planul xOy furnizează o soluţie a ecuaţiei diferenţiale date. 

Presupunând că se cunoaşte o reprezentare parametrică a suprafeţei 
de forma 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

h(u,v)z
g(u,v)y
f(u,v)x

 , (u, v)∈Ω ⊂ R 2, 

obţinem 

).dv
v
fdu

u
f)(v,u(hdv

v
gdu

u
g

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂  

Rezolvăm această ecuaţie în raport cu 
du
dv  sau cu 

dv
du  . 

Presupunem că am obţinut astfel  

du
dv  = G(u, v),  (u, v)∈Ω. 

Dacă v = w(u) este o soluţie a acestei ecuaţii, atunci soluţia 
corespunzătoare a ecuaţiei date este  
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⎩
⎨
⎧

=
=

))u(w,u(gy
))u(w,u(fx

. 

Cazuri particulare: 
1. Ecuaţii care se pot explicita în raport cu y sub forma                                 

y = f(x, y’), 

unde f: Ω→ R, Ω ⊂ R2. 
În acest caz metoda Sophus Lie conduce la suprafaţa cu 

reprezentarea parametrică  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

=

pz
)p,x(fy

xx
,           (x, p)∈ Ω ⊂ R 2. 

Condiţia dy = zdx este în acest caz  

pdx = dp
p
fdx

x
f

∂
∂

+
∂
∂  

şi conduce la ecuaţia diferenţială explicită 

dp
dx  = G(x, p), 

unde                                      G(x, p) = 

x
fp

p
f

∂
∂

−

∂
∂

 .  

2. Ecuaţia diferenţială a lui Lagrange este de forma 
y = x A(y’) + B(y’) 

unde A, B sunt funcţii depinzând numai de y’. 

 Dacă A(y’) ≠ y’, condiţia dy = pdx devine  

0
p)p(A

)p('Bx
p)p(A

)p('A
dp
dx

=
−

+
−

+ , 

care este liniară în x ca funcţie de p. 
Notând soluţia generală a acestei ecuaţii 

x = ϕ(p, c), c constant, 
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rezultă că mulţimea soluţiilor ecuaţiei lui Lagrange în funcţie de 
parametrul p are forma 

⎩
⎨
⎧

+=
=

)p(B)c,p()p(Ay
)c,p(x

ϕ
ϕ

 , c∈R. 

Dacă A(p) – p = 0 are rădăcină reală p = p1, atunci funcţia  
y = p1x + B(p1) 

reprezentând o dreaptă este o soluţie singulară a ecuaţiei lui Lagrange. 
3. Ecuaţia diferenţială a lui Clairaut este 

y = xy’ + A(y’) 
 Condiţia dy = pdx conduce la  

[x + A’(p)]
dx
dp  = 0 

de unde rezultă familia de funcţii  

y = cx + A(c), c∈ R ∩ DA, 
care este soluţia generală a ecuaţiei lui Clairaut. 

De asemenea, funcţia definită parametric prin  

⎩
⎨
⎧

+−=
−=

)p(A)p('pAy
)p('Ax

 

este o soluţie singulară a ecuaţiei lui Clairaut, fiind înfăşurătoarea familiei 
de drepte. 
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1.2. Probleme rezolvate 
1.2.1. Să se integreze ecuaţia: 

ky
dx
dy

= , k∈ R. 

 Soluţie: Ecuaţia este echivalentă cu kdx
y

dy
= . Integrând ambii 

membri avem ∫ ∫=
y

y

x

x0 0

kds
t
dt , deci soluţia se defineşte implicit prin 

 iar explicit prin )xx(kylnyln 00 −=−

)xx(k
0

0eyy −= . 

 1.2.2. Să se rezolve problema Cauchy:  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
−
−

=

0)0(y
1x
1y

dx
dy

 

 Soluţie: Ecuaţia este echivalentă cu  

1x
dx

1y
dy

−
=

−
 

deci are loc ∫ ∫ −
=

− 1s
ds

1t
dt   şi atunci  1slnCln1tln −+=− . Prin 

urmare 1sC1t −=− , C constant. 

Dacă pentru s = 0 avem t = 0 se obţine C=1, deci soluţia  implicită este 

1x1y −=− . 

Aceasta a fost rezolvarea lui Cauchy relativă la problema dată. 
 Observăm că se poate înlocui integrarea definită, atunci când se 
cere rezolvarea unei probleme Cauchy, cu integrarea nedefinită, problema 
Cauchy revenind la necesitatea determinării constantei arbitrare C care 
rezultă prin integrare. 
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1.2.3. Determinaţi soluţia problemei Cauchy: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=+−

2)1(y

0
dx
dyyy4x2 2

 

Soluţie: Ecuaţia este echivalentă cu 

xdx2dx
y4

y
2

−=
−

, 

de unde, prin integrare, rezultă 

Cxy4 22 +=− , C constant. 

Prin urmare,  
222 )Cx(4)x(y +−= . 

Condiţia y(1) = 2 impune C = -1 şi obţinerea soluţiei 
22 )1x(4)x(y −−= . 

 1.2.4. Să se rezolve ecuaţia: 

y’ = 
yx
yx

−
+ . 

 Soluţie: Observăm că  

y’ = 

x
y1

x
y1

)
x
y1(x

)
x
y1(x

−

+
=

−

+
 

deci ecuaţia este omogenă. Facem substituţia indicată y = ux, de unde 

rezultă y’ = u’x + u, deci u’ = )u
u1
u1(

x
1

−
−
+  adică 

x
dxdu

u1
u1
2 =

+

− . 

Integrând ecuaţia cu variabile separabile obţinem 

∫∫ =
+

−
x

dx
u1

du)u1(
2  

deci                       Clnxln)u1ln(
2
1arctgu 2 −=+−  

de unde, revenind la y, se deduce 
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22x
yarctg

yxCe += , C const, 

care descrie implicit soluţia ecuaţiei. 
1.2.5. Să se rezolve ecuaţia: 

2xyy’+ x2 – y2 = 0. 
 Soluţie: Ecuaţia se scrie sub forma echivalentă: 

y’ = 
xy2

xy 22 −  sau y’ = 

x
y2

1)
x
y( 2 −

. 

Făcând substituţia 
x
yu = , de unde y’ = u’x + u, se obţine u’x = 

u2
1u2 −− , 

adică o ecuaţie cu variabile separabile dx
x
1du

1u
u2

2 =
+

− . Prin integrare 

se obţine - ln (u2 + 1) = ln x + ln C şi mai departe 
1u

1
2 +

 = Cx. 

Soluţia implicită a ecuaţiei date este 
x2 +  y2 – Cx = 0, C constant 

şi descrie o familie de cercuri tangente în origine la Oy.  
 1.2.6. Rezolvaţi ecuaţia: 

0dy)4yx2(dx)5y2x( =+−++−  

 Soluţie: Ecuaţia diferenţială, reductibilă la o ecuaţie omogenă, 
poate fi scrisă sub forma: 

y’ = - 
4yx2
5y2x

+−
+− . 

Dreptele de ecuaţie x - 2y + 5 = 0 şi 2x – y + 4 = 0 se intersectează în 
punctul M(-1, 2), ceea ce impune schimbarea de variabile x = u - 1 şi       
y = v + 2, care va conduce la ecuaţia omogenă 

vu2
v2u

du
dv

−
−

−= . 

În continuare, făcând schimbarea de funcţie v = uz, cu v’= uz’ + z, se 
obţine ecuaţia cu variabile separabile 
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u
dudz

1z
z2

2 =
−
− , 

care are soluţia 2
3 Cu

)1z(
1z

=
+
− , C constant. Revenind la schimbările de 

funcţii făcute, rezultă soluţiile ecuaţiei iniţiale 

3xy)1yx(C 3 −−=−+ , C ∈ R. 

1.2.7. Determinaţi soluţiile ecuaţiei: 
x3(y’ - x) = y2. 

 Soluţie: Prin substituţia y = um, m∈ R, ecuaţia dată este reductibilă 
la o ecuaţie omogenă. Determinăm valoarea lui m, după cum urmează, 
prin înlocuire în ecuaţia iniţială: 

mx3um – 1u’ – x4 = u2m. 
Din condiţia 3 + m – 1 = 2m rezultă m = 2, deci schimbarea de funcţie 
care se impune este y = u2, ea conducînd la ecuaţia omogenă 

2x3uu’ – x4 = u4, 
căreia, în urma efectuării schimbării de funcţie u = zx, i se determină  
soluţia  

1
xCln

1z2 +−= , C > 0. 

Revenind la schimbările de funcţii efectuate se obţin soluţiile ecuaţiei 
date: 

.0C),
xCln

11(x)x(y 2 >−=  

 1.2.8. Să se rezolve ecuaţia: 
y – (x – y3)y’ = 0. 

 Soluţie: Obţinem formele echivalente 
ydx – (x – y3)dy = 0, 

,0ydy
y

xdyydx
2 =+
−  

,0)
2
y(d)

y
x(d

2
=+  
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de unde rezultă soluţia implicită a ecuaţiei 

2
y

y
x 2
+  = C, C constant. 

 Observaţie: Problema mai putea fi soluţionată şi prin reducerea ei 
la o ecuaţie omogenă, ţinând cont de procedeul prezentat în exerciţiul 

anterior, prin schimbarea de variabilă 3
1

uy = . 

1.2.9. Determinaţi soluţia problemei Cauchy 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=−+++

1)0(y

0)xx1(y
dx
dy)x1( 22

 

 Soluţie: Ecuaţia se poate scrie sub forma 

0y
x1

xx1
dx
dy

2

2
=

+
−+

+ , 

fiind o ecuaţie liniară omogenă cu 2

2

x1
xx1)x(P

+
−+

= . Aceasta poate fi 

privită ca o ecuaţie cu variabile separabile sau poate fi rezolvată direct 
prin 

∫
+

−+
−

=
dx

x1
xx1

2

2

Ce)x(y . 

Ţinând cont şi de condiţia y(0) = 1 se obţine soluţia problemei Cauchy 

.
x1x

x1)x(y
2

2

++

+
=  

1.2.10. Să se rezolve ecuaţia: 
y – xy’ = kx2, k constant. 

 Soluţie: Se observă că este o ecuaţie liniară neomogenă, cu  

P(x) = - 
x
1  şi Q(x) = - kx. 
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Ecuaţia liniară omogenă ataşată este y – xy’ = 0 echivalentă cu 
x

dx
y

dy
=  

deci ∫ ∫= x
dx

y
dy  şi avem ln y = ln x + ln c, de unde  y = cx, c constant. 

 Căutăm acum  soluţia ecuaţiei neomogene variind constanta c prin 
metoda lui Lagrange, deci de forma y = c(x)x. Obţinem y’ = c’x + c şi 
înlocuind în ecuaţia iniţială avem cx – c’x2 – cx = kx2, deci c’x2 = - kx2 şi 
prin urmare c’ = - k. Integrând, rezultă c = - kx + q şi soluţiile sunt   

y = - kx2 + qx, unde k şi q sunt constante. 
 1.2.11. Să se rezolve problema Cauchy: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=−+

2
1)0(y

xxy2y)x1( '2

 

 Soluţie: Ecuaţia este liniară neomogenă, având 

P(x) = 2x1
x2

+
−  şi Q(x) = 2x1

x
+

. 

Rezolvând ecuaţia liniară omogenă ataşată obţinem o ecuaţie cu variabile 
separabile 

dx
x1
x2

y
dy

2+
=  

cu soluţia  ,cln)x1ln(yln 2 ++=  deci y = c(1 + x2), c constantă. 

Pentru aflarea soluţiei ecuaţiei neomogene, aplicăm metoda lui 
Cauchy de variaţie a constantei:  

y(x) = c(x)(1 + x2) 

 şi obţinem                     )x1(c
2
1)x(y 2++−= . 

Din condiţia 
2
1)0(y =  rezultă că 

2
1c = , iar soluţia problemei Cauchy este                          

2
1x)x(y 2 += . 

Problema mai poate fi soluţionată şi prin utilizarea formulei pentru 
soluţia generală a ecuaţiei liniare de ordinul 1. 
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1.2.12. Determinaţi soluţia problemei Cauchy: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+=+

3)0(y

ey1
dx
dy x2

 

 Soluţie: Ecuaţia se poate scrie sub forma  

1ey
dx
dy x2 −+= , 

fiind o ecuaţie liniară neomogenă cu 1)x(P −=  şi . 
Soluţiile vor fi date de 

1e)x(Q x2 −=
xxx2 e]dxe)1e(C[)x(y ∫ −−+= , de unde rezultă             

. Ţinând cont de condiţia y(0) = 3, obţinem 
soluţia problemei Cauchy 

xxx e)eeC()x(y −++=

.1ee)x(y x2x ++=  

 1.2.13. Să se rezolve ecuaţia: 
y = (2x + y3)y’. 

 Soluţie: Schimbând rolul variabilelor, considerând deci ecuaţia în 

necunoscuta x(y) obţinem 2yx
y
2

dy
dx

=− , care este o ecuaţie liniară 

neomogenă cu 
y
2)y(P −=  şi . Obţinem soluţiile  2y)y(Q =

x = y3 + Cy2, C constant. 
1.2.14. Determinaţi funcţia f: R→ R astfel încât tangenta în punctul 

M0(x0, y0) al graficului funcţiei să intersecteze axa Oy într-un punct de 
ordonată – x0. 

Soluţie: Ţinând cont de ecuaţia tangentei într-un punct M0(x0, y0) al 
graficului unei funcţii y – y0 = f’(x0)(x – x0) şi de faptul că punctul de 
intersecţie cu axa Oy este A(0, - x0) obţinem următoarea relaţie 

f’(x0) = 1 + 
0

0

x
)x(f , ∀x0 ∈ R. 

Prin rezolvarea acestei ecuaţii diferenţiale de ordinul 1 liniare şi 
neomogene se obţine funcţia f: R→ R dată de f(x) = (C + ln x)x, C 
constant. 
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1.2.15. Să se rezolve ecuaţia: 

y’ – xy = .y 2
1

 

 Soluţie: Cum α = 
2
1 , făcând schimbarea de funcţie 

u = 2
11

y
−

 

obţinem y = u2 şi, prin urmare, y’ = 2uu’, de unde avem 2uu’ – xu2 = u şi 
u(2u’ – xu – 1) = 0. 
 Deoarece y = 0 este soluţie şi se obţine pentru u = 0, considerăm 
cazul 2u’ – xu – 1 = 0, deci 2u’ – xu = 1, care este ecuaţie liniară 
neomogenă cu soluţia 

∫
−

= ,dxee
2
1)x(u 4

x
4
x 22

 

iar soluţia ecuaţiei Bernoulli va fi 
y(x) = [u(x)]2. 

 1.2.16. Să se rezolve ecuaţia: 

xy’ – 4y = x2 y . 

 Soluţie: Ecuaţia este de tip Bernoulli cu 
2
1

=α . Făcând schimbarea 

de funcţie yu =  obţinem uxu4
dx
duux2 22 =− , deci ecuaţia liniară 

neomogenă u’ - 2 xu
x
u
=  cu P(x) = 

x
2

−  şi Q(x) = x. Soluţia acestei 

ecuaţii este xln
2
1(xu 2=  + C), de unde  

xln
2
1(xy 4=  + C)2, C constant. 
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1.2.17. Determinaţi soluţia problemei Cauchy: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+
=

1)1(y
xy

yx
dx
dy

2

32

 

 Soluţie: Ecuaţia se scrie sub forma  

2xy
x
y

dx
dy −+= . 

Cum α = -2, facem schimbarea de  funcţie 3yu −= , de unde 3 uy = . 

Atunci 
dx
du

u3

1
dx
dy

3 2
=  şi prin înlocuire în ecuaţia dată se obţine 

x3u
x
3

dx
du

+= , adică o ecuaţie liniară neomogenă cu 
x
3)x(P −=  şi 

x3)x(Q = . Soluţia acestei ecuaţii este , C constant. 23 x3Cx)x(u −=

 Prin urmare, soluţia generală a ecuaţiei Bernoulli va fi 
3 23 x3Cx)x(y −= . 

  
Ţinând cont că y(1) = 1 rezultă C = 4, de unde rezultă soluţia 

problemei Cauchy 

.)x3x4()x(y 3
1

23 −=  

 1.2.18. Determinaţi soluţia ecuaţiei de tip Bernoulli ce trece prin 
punctul M(1,5): 

xy’ + y + 3y2 x lnx = 0. 

 Soluţie: Cum α = 2 se face schimbarea de funcţie 
y
1u = , ceea ce 

conduce la o ecuaţie liniară neomogenă u’ - xln3u
x
1

= , cu soluţia 

)xln
2
3C(x)x(u 2+= , C constant. 
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Atunci                              
)xln

2
3C(x

1)x(y
2+

= .  

Din y(1) = 5 rezultă soluţia  problemei Cauchy  

.)]xln152(x[10)x(y 12 −+=  

 1.2.19. Să se rezolve ecuaţia diferenţială 

y’ = ay2 + 2x
b  

ştiind că 4ab < 1 şi că funcţia ,
x

y α
=  unde α este rădăcină a ecuaţiei    

aα2 + α + b = 0, verifică ecuaţia dată. 

 Soluţie: Facem schimbarea de funcţie 
xu

1y α
+= , de unde obţinem 

y’ = - 22

'

xu
u α

− . Atunci 

22

2

222 x
b

x
a

ux
a2

u
a

xu
'u

+++=−−
ααα  

şi ţinând seama că 
x
α  verifică ecuaţia dată rezultă 

u’ + 
x
a2 α u = - a. 

Ecuaţia este liniară neomogenă cu 
x
a2)x(P α

=  şi a)x(Q −=  având 

soluţiile 

ax21a2 x)x
1a2

ac(u −+

+
−= α

α
, c constant, 

de unde obţinem soluţiile ecuaţiei Riccati 

.
x]axc)1a2[(

c)1a2(x)1a()x(y 1a2

1a2

+

+

−+

+++
=

α

α

α
ααα  
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1.2.20. Să se rezolve ecuaţia: 
y’ – y2 – xy – x + 1 = 0, 

cunoscând că admite o soluţie particulară de forma unui polinom de 
gradul I. 
 Soluţie: Ecuaţia este de tip Riccati cu  

P(x) = 1, Q(x) = x, R(x) = x – 1. 
Soluţia particulară fiind un polinom de gradul I, de forma ax + b, 

care verifică ecuaţia, se obţine a  = 0 şi b = -1, deci soluţia particulară 

este –1. Facem schimbarea de funcţie 
u
11y +−=  şi obţinem ecuaţia 

diferenţială liniară neomogenă  
u’ + (x – 2)u = -1. 

Soluţiile vor fi date de 

1

)dxec(e

1y
x2

2
xx2

2
x 22 −

−

=

∫
−+−

, c constant. 

 1.2.21. Rezolvaţi următoarea ecuaţie diferenţială  
xy’ + 2y2 – 3y – 2 = 0, 

ştiind că admite soluţia particulară yp = 2. 

 Soluţie: Ecuaţia este de tip Riccati cu 
x
2)x(P −= , 

x
3)x(Q = , 

.
x
2)x(R =  Se face schimbarea de funcţie 

u
12y +=  de unde 2u

'u'y −=  şi 

prin urmare se ajunge la o ecuaţie liniară neomogenă u’ - 0
x
2u

x
5

=− , 

care are soluţiile 
5
2Cx)x(u 5 −= , C constant. Soluţiile ecuaţiei date vor fi 

de forma 

.
2Cx5

52)x(y 5 −
+=  
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1.2.22. Rezolvaţi ecuaţia 

.x5yxy2
dx
dy 22 −+−=  

 Soluţie: Ecuaţia este de tip Riccati cu  
P(x) = -1, Q(x) = 2x, R(x) = 5 – x2. 

Căutăm soluţii particulare sub forma unui polinom de gradul 1,             
z(x) = ax + b. Prin înlocuire în ecuaţie rezultă a = 1 şi b = 2. Se face 
schimbarea de funcţie u = y – x - 2. Ecuaţia dată devine o ecuaţie cu 
variabile separabile 

dx
u4u

du
2 −=
+

, 

cu soluţiile 
1Ce

Ce4)x(u x4

x4

−
= −

−
, C constant. Prin urmare soluţiile ecuaţiei 

iniţiale vor fi 

.
1Ce

Ce42x)x(y x4

x4

−
++= −

−
 

 1.2.23. Să se integreze ecuaţia diferenţială 
(2x – y sin xy)dx – x sin xy dy = 0. 

 Soluţie: Obţinem P(x, y) = 2x – y sin xy şi Q(x, y) = -x sin xy. 

xycosxyxysin
x
Q

y
P

−−=
∂
∂

=
∂
∂  

deci ecuaţia este cu diferenţială totală exactă. Soluţia va fi dată de funcţia 

1xycosxxtdtsinxdt)x0sin0t2()y,x(U 2
x

0

y

0
−+=−−= ∫ ∫  

şi se va exprima implicit prin 
x2 + cos xy = C, C constant. 

 1.2.24. Să se rezolve ecuaţia: 
(x2 + y2 + 2x)dx + 2xydy = 0. 

 Soluţie: Avem P(x, y) = x2 + y2 + 2x şi Q(x, y) = 2xy. Atunci  

y2
x
Q

y
P

=
∂
∂

=
∂
∂ , 
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deci ecuaţia este cu diferenţială totală exactă. Soluţia va fi dată de funcţia 

22
3y

0

x

0

2 xyx
3
xxtdt2dt)t2t()y,x(U ++=++= ∫∫ , 

şi se va exprima implicit prin 

22
3

xyx
3
x

++  = C, C constant. 

 1.2.25. Determinaţi soluţia problemei Cauchy: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=+++++

1)1(y

0dy)
y
1yx2y(dx)

x
1xy2x( 2n2m

, m, n ∈ N 

 Soluţie: Cum P(x, y) = 
x
1xy2x 2m ++  , Q(x, y) = 

y
1yx2y 2n ++  

şi xy4
x
Q

y
P

=
∂
∂

=
∂
∂ , ecuaţia este cu diferenţială totală exactă. Soluţiile vor 

fi date de relaţia 

Cdt)
t
1tx2t(dt)

t
1ty2t(

y

y

2n
x

x

2
0

m

00

=+++++ ∫∫ , C constant. 

Având însă în vedere condiţia y(1) = 1, adică x0 = 1 şi y0 = 1, se 
obţine soluţia implicită a problemei Cauchy 

.1yxxyln
1n

1y
1m

1x 22
1n1m

=++
+
−

+
+
− ++

 

 1.2.26. Să se integreze ecuaţia  
(x2y + y2 + 2xy)dx + (x2 + x)(x + 2y)dy = 0, 

căutând un factor integrant funcţie de x, de forma μ(x). 
 Soluţie:   Pentru P(x, y) = (x2y+y2+2xy) şi Q(x, y) = (x2+ x)(x+2y) 

avem
x
Q

y
P

∂
∂

≠
∂
∂ . Prin urmare se va determina un factor integrant μ(x) care 

să îndeplinească condiţiile:  

)]xy2yyx([
y

)]y2x)(xx([
x

222 ++
∂
∂

=++
∂
∂ μμ  şi 0

y
=

∂
∂μ  

 Relaţia  
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)x2y2x()xx()y2x)(1x2()y2x)(xx(
x

222 ++=+++++++
∂
∂ μμμμ

conduce la ecuaţia diferenţială cu variabile separabile 
1x

dx2d
+

−=
μ
μ  cu 

soluţiile 2)1x(
k
+

=μ , k constant. Prin urmare factorul integrant al 

ecuaţiei poate fi considerat 2)1x(
1)x(
+

=μ . Înmulţind ecuaţia dată cu 

factorul integrant determinat, se obţine ecuaţia cu diferenţiale totale 
exacte 

0dy
1x

)y2x(xdx
)1x(

xy2yyx
2

22
=

+
+

+
+

++ . 

Soluţia este dată de Cdt)t2x(
1x

xdt
)1t(

ty2yyt y

y

x

x
2

0
2
00

2

00

=+
+

+
+

++
∫∫ . Luând 

x0 = y0 = 0 obţinem ca soluţii ale ecuaţiei iniţiale curbele integrale de 
ecuaţie )1x(C)yx(xy +=+ , C constant. 

 1.2.27. Să se rezolve ecuaţia: 

'y
y'xy

2
1y +=  

 Soluţie: Avem A(y’) = 'y
2
1  şi B(y’) = 

'y
1 , ecuaţia fiind de tip 

Lagrange. Obţinem forma echivalentă 
)1'y(2

'xyy
2

−
= . Cum A(y’) ≠ y’, 

notăm dy = pdx sau y’ = p şi obţinem 
)1p(2

xpy
2

−
= . Prin derivare rezultă 

.0)1
dx
dp

1p
x)(p2p( 2 =−
−

−  

Avem două posibilităţi, şi anume 

 a. p = 2 (deoarece p = y’ ≠ 0), prin urmare se obţine soluţia 
singulară y = 2x; 
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 b. 
x

dx
1p

dp
=

−
, de unde x = c(p-1), c constant. 

Soluţiile generale ale ecuaţiei le scriem sub forma parametrică 

x = c(p – 1), y = 
2

cp2
, p ∈R \ {0}. 

 1.2.28. Determinaţi soluţia ecuaţiei diferenţiale y’2 + 2xy’ + 2y = 0 

care intersectează axa Ox sub un unghi de măsură .
4
π  

 Soluţie: Ecuaţia se poate scrie sub forma 
2
'y'xyy
2

−−= , fiind o 

ecuaţie de tip Lagrange cu A(y’) = - y’ şi B(y’) = - 
2
'y 2

. Cum A(y’) ≠ y’, 

se notează dy = pdx sau y’ = p şi se obţine ecuaţia 0
2
1x

p2
1

dp
dx

=++ , 

ecuaţie liniară în x ca funcţie de p. Atunci va rezulta 

∫−∫

∫ −+=
dp

p2
1dp

p2
1

e)dpe
2
1C(x , de unde p

3
1

p
Cx −= , C constant.  

Prin urmare, ecuaţiile parametrice ale curbelor integrale sunt 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−−=

−=

6
ppCy

3
p

p
Cx

2 . 

Curba integrală care taie axa Ox sub un unghi de măsură 
4
π  se 

obţine pentru C = 
6
1  şi are ecuaţiile parametrice 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
−=

−
=

6
pp

y

p6
pp21

x

2
, p∈R. 

1.2.29. Să se rezolve ecuaţia: 
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2'y1'xyy ++= . 

 Soluţie: Ecuaţia este de tip Clairaut cu A(y’) = 2'y1+ . Notând  

dy = pdx, se obţine 
dx
dp)p1x( 2++  = 0, de unde rezultă soluţia 

generală sub formă parametrică 

2

2

2 p1

py,
p1

px
+

−=
+

−= , p∈ R. 

 1.2.30. Rezolvaţi ecuaţia 
y = y’(sin y’ + x). 

 Soluţie: Ecuaţia, care se mai scrie sub forma y = x y’ + y’ sin y’, 
este de tip Clairaut cu A(y’) = y’ siny’. Notăm dy = pdx şi obţinem 

ecuaţia 0
dx
dp)psinpx( =+ , de unde rezultă integrala generală a ecuaţiei 

lui Clairaut CsinCCxy += , C∈ R sau soluţia generală sub formă 
parametrică x = - sin p – pcos p, y = - p2cos p, p∈ R. 
 1.2.31. Să se rezolve ecuaţia: 

x(1 + y’2) = 1. 
 Soluţie: Ecuaţia este de forma F(x, y’) = 0 şi se rezolvă prin 

metoda Sophus Lie. Notăm y’ = z şi obţinem 2z1
1x
+

= . Cum 
dx
dyz =  

rezultă dz
z1

z2zdxdy 2

2

+
−== , de unde 

∫ +
−= dz

z1
z2y 2

2
 + C, C constant. 

Soluţiile generale ale ecuaţiei sunt 

arctgz2z2y,
z1

1x 2 +−=
+

=  + C, z∈ R. 

 1.2.32. Determinaţi soluţiile ecuaţiei: 

y’2 – xy’ – y + 0
2
x2

=  
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 Soluţie: Ecuaţia fiind de forma y = F(x, y’), metoda Sophus Lie 
conduce la suprafaţa cu reprezentarea parametrică  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

+−=

=

pz
2
xxppy

xx
2

2 , (x, p)∈ R2

unde 
dx
dyz = . Prin urmare, se notează y’ = p şi se obţine ecuaţia 

0
2
xyxpp

2
2 =+−− . 

Derivând rezultă 2pp’ – p – xp’- p – x = 0, adică 0)1
dx
dp)(xp2( =−− . 

Se obţin două cazuri, şi anume: 

a.  x= 2p, y =  p2, p∈ R, care reprezintă soluţia singulară a ecuaţiei; 

b. 1
dx
dp

= , de unde p = x + C, C constant şi atunci 2
2

CCx
2
xy ++= , 

care este soluţia generală a ecuaţiei. 
1.2.33. Să se rezolve ecuaţia: 

x = yy’ + lny’. 
 Soluţie: Ecuaţia este de tipul x = F(y, y’) şi se rezolvă prin metoda 
Sophus Lie, punând y’ = p. Se obţine ecuaţia x = yp + lnp, de unde prin 
derivare în raport cu y (considerăm x şi p funcţie de y), rezultă 

dy
dp

p
1

dy
dpyp

p
1

++= . 

În continuare se obţine o ecuaţie liniară în y, neomogenă 

22 p1
1y

p1
p

dp
dy

−
+

−
= , 

cu soluţia 
2p1

1)parcsinC(y
−

+= , p∈(-1,1). Soluţia generală a 

ecuaţiei iniţiale va fi atunci: 
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⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−
+=

++
−

=

2

2

p1

1)parcsinC(y

pln)parcsinC(
p1

px

, p∈(-1,1), C constant. 

1.3. Probleme propuse 
Să se rezolve următoarele ecuaţii diferenţiale şi probleme Cauchy: 

1.3.1.                         0xlny2'xy =− , x > 0, y(e) = 1 

Răspuns: 01xlny2 2 =−− . 

1.3.2.                                  0y)x1('yxyx =+++  

Răspuns: , c constant. )1y)(1x(ce yx ++=+

1.3.3.                                  
2

yxcos
2

yxcos'y −
=

+
+  

Răspuns: 0c
2
xcos2

4
ytgln =++ , c constant. 

1.3.4.                             

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

1)
4

(y
x2sin

y2
dx
dy

π  

Răspuns: tgx)x(y = . 

1.3.5.                                            ye1'xy =+

Răspuns: 1cxlny −−= , c constant. 

1.3.6. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=+

0

y

y)0(y
1'ye)x1(  

Răspuns: . )x1ln(ee 0yy ++=

1.3.7. 
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⎩
⎨
⎧

=
=

1)0(y
)ye(3'y 3x

 

Răspuns: 2

1

)e23()x(y x3 −

−= . 

1.3.8.                                ydye2dx)y1(x x2 =+

Răspuns: , c constant. c)y1ln()x1(e 2x =+++−

1.3.9.                                  x
y

xeyx'xy ++= . 

Răspuns: 
cx1

cxe x
y

−
= , c constant. 

1.3.10.                          4224,3 yyx4xyyx4 +=+

Răspuns: , c constant. 0)yx(cxyx 2222 =++−

1.3.11.                                  644 x4y'yyx2 =+

Răspuns: , c constant. )xy(cxx4y 32532 −=+

1.3.12. Determinaţi soluţia ecuaţiei x2 – y2 = 5xyy’, care trece prin punctul 
M(1, 3). 

Răspuns: .53ln5y6xln5xln2 22 =−+  

1.3.13.                               

y2x3
y3x2

dx
dy

+
+

=  

Răspuns: , c constant. 33222 )yx(c)yx()yx( +=−−

1.3.14.               0y)
x
ysiny

x
ycosx(xy)

x
ycosx

x
ysiny( ' =+−−  

Răspuns: c
x
ycosxy = , c constant. 

1.3.15.                           0dx)yx2(dy)5y2x( =−−−+  

Răspuns: , c constant. cy5xyxy 22 =−+−
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1.3.16.                                xcos2ytgx'y 2=+

Răspuns: xcoscx2siny += , c constant. 

 

1.3.17.                                    3xy
x
2'y +=  

Răspuns: 
2
xcxy

4
2 += , c constant. 

1.3.18.                     0xcos4xsinyxcos'y 3 =++

Răspuns: xcosxsin4xcoscy −= , c constant. 

1.3.19.                        0xy)x21('yx 22 =−−+

Răspuns: 2x
1

2 xecxy += , c constant. 

1.3.20.                            xcosytgx'y +=  

Răspuns: .constc,
xcos2

x
2

xsin
xcos

cy =++=  

1.3.21.                                  'y)xx(y 3 −=

Răspuns: .constc
4
x

x
cy

4
=+=  

1.3.22.                        0xcosxsinxcosy'y =−+  

Răspuns:  .constc,1xsincey xsin =−+= −

1.3.23.                       0xcos2y2x2sin'y =+−  

Răspuns: .constC,
xcos

1Ctgxy =−=  

1.3.24. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+=
−

+

3)0(y

2x2
1x

y2'y 2  

Răspuns: 
1x

3xxxy
23

−
++−

= . 
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1.3.25. 

⎩
⎨
⎧

−=
=++

1)0(y
xsinyx3'y)x1( 23

 

Răspuns: 3x1
xcosy

+
−=  

1.3.26.                                   xlnyy'xy 2=+

Răspuns: .constc,1y)xlncx1( ==++  

1.3.27. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+=

1)1(y
x
y

x
y2'y 2

2

 

Răspuns:
x2

xy
2

−
= . 

1.3.28.                                xcos)1y(y'y +=  

Răspuns: .constc,
1ce

1y xsin =
−

= −
 

1.3.29. Să se rezolve ecuaţia diferenţială  

tgx4x2sinyxcos'y2 2 =+  

ştiind că admite soluţia particulară .
xcos

1y p =  

Răspuns: .constc,
xcosc3

xcos3
xcos

1y 3

2
=

−
+=  

1.3.30. Să se rezolve ecuaţia diferenţială  ştiind 
că o soluţie particulară este . 

xx2x2 eeye2y'y +=+−
x

p ey =

Răspuns: .constc,
xc

1ey x =
−

+=  
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1.3.31. Rezolvaţi ecuaţia diferenţială  dacă admite 
ca soluţie un polinom de gradul 1. 

11x4y6y'y 22 +−+=

Răspuns: .constc,3x2
e)dxec(

1y 22 x2x2
=−+

−
=

−∫
 

1.3.32.                0dy)xyy2x(dx)yyx2( 21 =+++−+ −−  

Răspuns: .constc,c
y
xxyyx 22 ==−++  

1.3.33.                         dydx)ydxxdy()xy( 3 +=+

Răspuns:  .constc,c)yx(4)xy( 4 ==+−

1.3.34.                               xdxxydx2dyx2 =+

Răspuns:  .constc,cxyx2 22 ==−

1.3.35.                           )ydxxdy()xy(xdx2 2 +=

Răspuns:  .constc,cx3yx 233 =+=

1.3.36. 

⎩
⎨
⎧

=
=−+−

1)2(y
0dy)x2xe(dx)xy4ye( 2xyxy

 

Răspuns:  .8eyx2e 22xy −=−

1.3.37.               0dx)ycosyysinx(dy)ysinyycosx( =++−  

Răspuns:  .ce)ysinycosyysinx( x =−+

1.3.38.                            )xy(dyxdx)xy(xdy 244 ++=

Răspuns: .constc,c)xy(x
y
x3 33 ==−−  

1.3.39.                                    1)'xyy('y2 2 =−
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Răspuns: Soluţia generală .constc,
c2
1cxy 2 =+=  sau soluţie singulară 

definită parametric 23 p2
3y,

p
1x == , p∈R*. 

1.3.40.                                      'yln'xyy −=  

Răspuns: Integrala generală .constc,clncxy =−=  sau integrala 

singulară dată parametric .0p,pln1y,
p
1x >−==  

1.3.41.                                     'ysin'xy2y =−  

Răspuns: Soluţia singulară definită parametric  22 p
pcos

p
psin

p
cx −−= , 

constc,psin)pcosc(
p
2y =−−= , p∈R* 

1.3.42.                                    32 )'y(2)'y(xy +=

Răspuns:  şi y = 0 sau y = 
x+2. . 

.constc,p2py,cp3p2x 322 =+=++=

1.3.43.                                  )x'y(xy5'y 2 +=+

Răspuns: .constc,c
5
1cxxy,

4
xy 22

2
=−+−==  

1.3.44.                                         'y2 e'yy =

Răspuns:  p∈ R ,constc,epy,cepex p2pp ==++=

1.3.45. 
22 )1y('yx'y)1y(x ++=+  

Răspuns: .constc,1ylncx1y =++=+  

1.3.46.  
x = sin y’ + ln y’ 

Răspuns: Soluţie parametrică 

⎩
⎨
⎧

+++=
+=

Cppcospsinpy
plnpsinx
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p ∈ R, p > 0, C constant. 
 

1.3.47. Arătaţi că polinomul Pn(x) =  satisface o anumită 

ecuaţie diferenţială de ordinul 1 care va fi determinată. 

∑
=

n

0k

kk
k2 xC

Răspuns: Pn – 1(x) = 
2
1 )x(xP2)x(P '

1n
'
n −− . 

Se foloseşte identitatea  = 2(2k – 1)k
k2kC 1k

)1k(2C −
− , k ∈ N*. 

1.3.48. Determinaţi funcţiile f: R→ R derivabile pe R care satisfac relaţia 
f’(x)·f(-x) = 1, ∀x ∈ R. 

Răspuns: f(x) = ex şi f(x) = - ex. 
1.3.49. Fie a, b numere reale date. Determinaţi funcţiile f: R→ R 
derivabile pe R care satisfac relaţia  

f’(x) = bf(x - a). 

Răspuns: f(x) = 
[ ]
∑
=

−
x

0n

2n )anx(
!n

1b . 

1.3.50. Determinaţi ecuaţia curbei din plan astfel încât lungimea 
segmentului determinat pe tangenta la curbă într-un punct oarecare al 
acesteia de axele de coordonate să fie egală cu 1. 

Răspuns: 1yx 3 23 2 =+ . 
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Capitolul 2. ECUAŢII DIFERENŢIALE DE ORDIN 
SUPERIOR 

 
2.1. Consideraţii teoretice 
Fie ecuaţia diferenţială de ordinul n  

F(x, y, y’, ... , y(n)) = 0 

unde F:D→  R, D⊂ Rn+2, y:[a, b]→ R derivabilă de n ori pe [a, b]. 
 
2.1.1. Ecuaţii diferenţiale de ordin superior integrabile prin 

cuadraturi 
Ecuaţiile diferenţiale de ordinul n a căror soluţie generală se poate 

determina prin una sau mai multe integrări se numesc integrabile prin 
cuadraturi. 

1. Ecuaţii diferenţiale de forma 
y(n) = f(x) 

unde f:[a, b]→ R este o funcţie continuă. 
Prin n integrări succesive se obţine: 

1n
2n2

x

0x

nt

0x

2t

0x

1n1
1nn c...x

)!2n(
cx

)!1n(
cdt)t(f...dtdt)x(y −

−−
− ++

−
+

−
+= ∫ ∫ ∫

unde ci, i ∈{1, 2, …, n - 1} sunt constante. 
2. Ecuaţii diferenţiale de forma 

)y(fy )1n()n( −= . 

Notând , ecuaţia se aduce la forma  zy )1n( =−

z’ = f(z) 
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care este o ecuaţie de ordinul 1 cu variabile separabile.  
3. Ecuaţii de forma 

)y(fy )2n()n( −= . 

Notăm z = y(n-2) şi în ipoteza y(x0) = y0  ecuaţia devine  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==
==

=

−

−

)1n(
0

'
00

)2n(
000

yz)x('z
yz)x(z
)z(f''z

. 

Se obţine 

)y,y,x(y )1n(
0

)2n(
0

)2n( −−− =Φ  

care este o ecuaţie de tipul anterior. 
 
2.1.2. Ecuaţii diferenţiale de ordin superior care admit 

reducerea ordinului 
1. Ecuaţii diferenţiale în care membrul stâng este derivata în raport 

cu x a unei ecuaţii diferenţiale 
F(x, y, y’, ... , y(n)) = 0 

unde 

F(x, y, y’, ... , y(n)) = )y,...,'y,y,x(
dx
d )1n( −Φ  

De aici rezultă că 

c)y,...,'y,y,x( )1n( =−Φ , c  constant 

şi deci integrarea ecuaţiei de ordinul n se reduce la integrarea unei ecuaţii 
de ordinul n - 1. 
           2. Ecuaţii diferenţiale de forma 

)y,...,yy,x(fy )1n()1p()p()n( −++= , unde p <  n. 

Notând   
y(p) = z 

obţinem o ecuaţie de ordin (n - p) 
z(n - p) = f(x, z, z’, ... , z(n – p - 1)). 

  



2. Ecuaţii diferenţiale de ordin superior 35

3. Ecuaţii diferenţiale care nu conţin variabilă independentă  
y(n) = f(y, y’, ... , y(n - 1)). 

Prin substituţia y’ = z se obţine  

dy
dzz'y

dy
dz''y ==  

2

2
22

dy
zdzz)

dy
dz('''y +=  ş.a.m.d. 

Ecuaţia devine: 

)
dy

zd,...,
dy
dz,z,y(F

dy
zd

2n

2n

1n

1n

−

−

−

−
= , 

deci ordinul a scăzut cu o unitate. 
 4. Ecuaţii diferenţiale omogene în raport cu funcţia şi cu derivatele 
sale 

Ecuaţia diferenţială 
f(x, y, y’, ... , y(n)) = 0 

unde  f  satisface relaţia 

f(x, ky, ky’, ... , ky(n)) = kmf(x, y, y’, ... , y(n)) pentru orice k∈ R  
se numeşte omogenă în raport cu funcţia şi derivatele ei. 

Făcând substituţia  

                                               ∫= zdxey

se obţine prin calcul 
∫= zdxze'y  

∫∫ += zdx2zdx eze'z"y  

∫∫∫ ++= zdx3zdxzdx eze'zz3e"z'''y  

şi în continuare o ecuaţie de ordinul n - 1. 
 5. Ecuaţii diferenţiale omogene în x, y, dx, d2y, ..., dky. 
 Ecuaţia diferenţială  

f(x, y, dx, dy, d2y, ...) = 0 
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în care 

f(kx, ky, kdx, kdy, ...) = kmf(x, y, dx, dy, d2y, ...) pentru orice k∈ R 
se numeşte ecuaţie diferenţială omogenă în x, y, dx, dy, d2y, ..., dky. 

Făcând substituţiile 
x = et , y = uet 

obţinem 
dx = etdt 

dy = (du + udt)et 

d2y = [d2u + 2dudt +u(dt)2]et 

Rezultă o ecuaţie care nu conţine explicit pe t, deci căreia i se poate 
diminua ordinul. 

 
2.1.3. Ecuaţii diferenţiale de ordin superior liniare 
Ecuaţia diferenţială de forma  

y(n) + a1(x)y(n-1) + ... + an(x)y = f(x), 

unde a1, a2, ... , an , f: [a, b]→ R sunt funcţii continue, se numeşte ecuaţie 
diferenţială liniară de ordinul n. 

Dacă f ≡ 0 ecuaţia se numeşte omogenă.  

Dacă f ≠ 0 ecuaţia se numeşte neomogenă. 
Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale liniare şi omogene este  

y = c1y1 + c2y2 + ... + cnyn

unde c1, c2, ..., cn sunt constante arbitrare, iar y1, y2, ..., yn este sistem 
fundamental de soluţii al ecuaţiei date.  

Pentru a integra ecuaţia diferenţială şi neomogenă se foloseşte 
metoda variaţiei constantelor a lui Lagrange. Vom căuta soluţia ecuaţiei   
sub forma 

y = c1(x)y1 + c2(x)y2 + ... + cn(x)yn. 
Pe lângă condiţia ca funcţia y să verifice ecuaţia care conţine n 

funcţii necunoscute c1(x), c2(x), ..., cn(x), vom mai impune n-1 condiţii 
care vor face ca în calculul derivatelor y’, y’’, ..., y(n-1) să nu figureze 
derivatele funcţiilor c1, c2, ..., cn, deci 
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⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

−−− 0yc...ycyc
...........................................

0yc...ycyc
0yc...ycyc

)2n(
n

'
n

)2n(
2

'
2

)2n(
1

'
1

n
''

n2
''

21
''

1

n
'
n2

'
21

'
1

 

Se obţin următoarele relaţii 

∫

∫
∫

+=

+=
+=

nnn

222

111

kds)s(f)x(c
...

kds)s(f)x(c
kds)s(f)x(c

 

unde k1, k2, ..., kn sunt constante oarecare. 
Soluţia generală a ecuaţiei neomogene este 

∫ ∫++++++= ds)s(fy...ds)s(fyyk...ykyky nn11nn2211 , 

adică suma dintre soluţia generală a ecuaţiei omogene corespunzătoare şi 
o soluţie particulară a ecuaţiei neomogene. 

Vom prezenta o metodă de găsire a unui sistem fundamental de 
soluţii în cazul ecuaţiilor diferenţiale liniare şi omogene cu coeficienţi 
constanţi. O astfel de ecuaţie este de forma 

y(n) + a1y(n-1) + ... + any = 0, 
unde a1, a2, ..., an sunt numere reale sau complexe. 

Acesteia i se ataşează ecuaţia caracteristică 
rn + a1rn-1 + ... + an = 0. 

Funcţia y = erx este soluţie a ecuaţiei diferenţiale dacă şi numai 
dacă r este o soluţie a ecuaţiei caracteristice. 

Sunt posibile mai multe cazuri. 
a. Rădăcinile r1, r2, ..., rn sunt simple şi reale. Atunci y1(x) = er

1
x, 

..., yn(x) = er
n
x reprezintă un sistem fundamental de soluţii.  

Integrala generală a ecuaţiei este 
xnr

n
x2r

2
x1r

1 ec...ececy +++= , unde c1, c2, ..., cn sunt constante. 

b. Cel puţin o rădăcină simplă este complexă. Fie aceasta r1= a+bi. 
Când coeficienţii ecuaţiei sunt reali, atunci şi r2 = a - bi este soluţie.  
 



30                   Ecuaţii diferenţiale şi cu derivate parţiale prin exerciţii şi probleme 38 

Funcţiile  
y1 = eax cos bx şi y2 = eax sin bx 

vor fi soluţii reale ale ecuaţiei diferenţiale, care, împreună cu cele găsite 
pentru soluţiile reale ale ecuaţiei caracteristice, formează tot un sistem 
fundamental de soluţii. 

c. Dacă o rădăcină r1∈ R este multiplă de ordinul p atunci acestei 
rădăcini îi vor corespunde soluţiile din sistemul fundamental 

y1 = e , yx1r 2 = xe , yx2r 3 = x2e , ..., yx3r
p = xp-1e . xpr

d. Dacă o rădăcină r1 = a + bi∈ C este multiplă de ordinul p, atunci 
în sistemul fundamental vom obţine soluţiile 

bxsinexybxcosexy
......

bxsinxeybxcosxey
bxsineybxcosey

ax1p
p2

ax1p
1p2

ax
4

ax
3

ax
2

ax
1

−−
− ==

==
==

 

Integrala generală a unei astfel de ecuaţii va fi combinaţia liniară a 
integralelor sistemului fundamental, coeficienţii fiind constantele c1, c2, 
..., cn. 

Ecuaţia liniară şi neomogenă cu coeficienţi constanţi se rezolvă 
prin metoda variaţiei constantelor. 
 Dacă termenul liber este de forma 

f (x) = eαx[P(x) cos βx + Q(x) sin βx], 
unde α, β ∈ R, iar P(x) şi Q(x) sunt polinoame, atunci ecuaţia liniară şi 
neomogenă admite o soluţie patriculară de forma 

yp (x) = eαx[P1(x) cos βx + Q1(x) sin βx] xq, 
unde P1(x) şi Q1(x) sunt polinoame astfel încât 

grad P1(x) = grad Q1(x) = max { grad P(x), grad Q(x)}, 
iar q este ordinul de multiplicitate al rădăcinii α + iβ a ecuaţiei 
caracteristice a ecuaţiei diferenţiale.  
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2.1.4. Ecuaţii diferenţiale de tip Euler 
O ecuaţie diferenţială de forma 

a0xny(n) + a1xn-1y(n-1) +...+ an-1xy’ + any = f(x) 

unde a0, a1, ..., an sunt constante, a0 ≠ 0, se numeşte ecuaţie de tip Euler. 
Notând x = et şi observând prin calcul că 

),...,
dt
dy

dt
yd(

x
1

dx
yd,

dt
dy

x
1

dx
dy

2

2

22

2
−==  

după înlocuire ecuaţia se transformă într-o ecuaţie liniară cu coeficienţi 
constanţi 

)t(fyb...
dt

ydb
dt

ydb 1n1n

1n

1n

n

0 =+++ −

−
 

 Analog, pentru ecuaţia 

),x(fya...
dx

yd)xa(a
dx

yd)xa(a n1n

1n
1n

1n

n
n

0 =+++++
−

−
−  

se practică schimbarea de variabilă a  + x = et pentru a obţine o ecuaţie 
liniară cu coeficienţi constanţi. 

 
2.2. Probleme rezolvate 

 2.2.1. Să se studieze mişcarea pe o dreaptă a unui mobil cu masa 
unitară, ştiind că el este respins faţă de un punct fix cu o forţă 
proporţională cu distanţa la acest punct fix. 
 Soluţie: Luând punctul fix drept origine, iar x(t) funcţia descriind 
distanţa de la punct la mobil, ecuaţia diferenţială a mişcării este  

x” = kx, k > 0. 
Înmulţind ambii membri cu x’dt = dx, rezultă x”x’dt = kxdx de unde, 

integrând, obţinem ,c
2
xk'x

2
1

1

2
2 += iar mai departe dt

c2kx

dx

1
2

=
+

. 

Pentru 2c1 = k deducem )tt(k)1xxln( 0
2 −=++ , t0 constant. Din 

această relaţie avem 
)tt(k2 0e1xx −=++  şi )tt(k2 0e1xx −−−=+−  
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pentru că înmulţind membru cu membru aceste două egalităţi obţinem o 
identitate. Prin adunarea lor rezultă  

),tt(kshx 0−=  

care este legea de mişcare căutată. 
 2.2.2. Să se rezolve problema Cauchy 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
=
=

>=

0)1(''y
1)1('y
2)1(y

0x,xln'''y

 

 Soluţie: Prin integrări succesive se obţin derivatele de ordinul 1 şi 
2 ale funcţiei y, date de următoarele relaţii 

y” = xlnx – x + C1, 

,CxCx
4
3xln

2
x'y 21

2
2

++−=  

de unde                 32

2

1
3

3
CxC

2
xCx

36
11xln

6
xy +++−= . 

Din condiţiile iniţiale se obţin următoarele valori ale constantelor C1 = 1, 

C2 = 
4
3 , C3 = 

18
19 . Prin urmare, soluţia problemei Cauchy este 

.
18
19x

4
3x

2
1x

36
11xln

6
xy 23

3
+++−=  

 2.2.3. Determinaţi soluţia problemei Cauchy 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

===
+=

0)0("y)0('y)0(y
"y1'''y 2

 

 Soluţie: Notând y” = z, se obţine ecuaţia cu variabile separabile 

dx
z1

dz
2
=

+
, cu soluţiile ,Cx)z1zln( 2 +=++  C constant, de unde 

Cx2 ez1z +=++ . Rezultă Cx

)Cx(2

e2
1ez +

+ −
=  sau z = sh(x + C). Revenind 

la notaţia făcută obţinem y’’= sh(x+C), de unde prin integrări succesive 
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rezultă y = sh(x + C) + C1x + C2. Din condiţiile iniţiale se obţin valorile 
constantelor C = C1 = C2 = 0. Soluţia problemei Cauchy va fi y = shx. 

2.2.4. Să se rezolve ecuaţia 

0yy )4()5( =+  

 Soluţie: Notând  y(4) = z se obţine ecuaţia cu variabile separabile 

1
z
'z

−=  cu soluţia z = C1e-x. Prin urmare y(4) = C1e-x şi în continuare, prin 

integrări succesive, rezultă soluţia generală 

54

2

3

3

2
x

1 CxC
2
xC

6
xCeCy ++++= − , C1, C2, C3, C4, C5 constante. 

 2.2.5. Să se rezolve ecuaţia 

1
4

)'''y(
9

)y( 22)4(
=−  

 Soluţie: Considerăm parametrizarea y’”= 2sht şi y(4) = 3cht. 
Atunci, din y(4)dx = d(y’’’), rezultă 3cht dx = 2cht dt şi apoi se obţine 

ecuaţia cu variabile separabile 3dx  = 2dt cu soluţia 1Cx
2
3t += . Prin 

urmare )Cx
2
3(sh2'''y 1+= . Prin integrări succesive se obţine soluţia 

generală a ecuaţiei iniţiale  

43

2

21 CxC
2
xC)Cx

2
3(ch

27
16y ++++= , C1, C2, C3, C4 constante. 

 2.2.6. Rezolvaţi ecuaţia diferenţială 

y’2 + y”2 = 1. 

 Soluţie: Fie parametrizarea y’ = cost şi y”= sint. Atunci, din relaţia 
y”dx = - d(y’) se obţine ecuaţia cu variabile separabile dt = - dx, care are 
soluţia t = - x + C1. Prin urmare y’ = cos(- x + C1), de unde, prin 
integrare, rezultă soluţia generală a ecuaţiei date 

y =  - sin(- x + C1) + C2, cu C1, C2 constante. 
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2.2.7. Să se rezolve ecuaţia diferenţială   
y” + y2 = 0 

 Soluţie: Prin înmulţire cu y’ ecuaţia devine 
y”y’ + y2y’ = 0 

cu condiţia y ≠ const ≠ 0. Dar această relaţie se mai scrie 

0)y
3
1'y

2
1(

dx
d 32 =+ , deci  este o ecuaţie echivalentă cu 

prima, dar având ordinul mai mic cu o unitate. 

0y2'y3 32 =+

 2.2.8. Să se rezolve ecuaţia 

x)"y(e 2"y =−  

 Soluţie: Notând y”= t, se obţine x = et - t2 şi dx = (et - 2t)dt . În 
continuare, prin integrări succesive, rezultă 

1
3ttt Ct

3
2etedt)t2e(tdx"y'y +−−=−== ∫∫ , C1 constant, 

∫∫ −+−−== dt)t2e)(Ct
3
2ete(dx'yy t

1
3tt , 

de unde rezultă soluţia ecuaţiei, sub formă parametrică, 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−+−+−−−=

−=

2
2

1
5t

1
3t2

2t

CtCt
15
4e)C2t2t

3
2(e)

4
3

2
t(y

tex
 

cu t∈ R, C1, C2 constante. 
 2.2.9. Rezolvaţi ecuaţia 

(y’)3 y’’’ = 1 
 Soluţie: Considerăm reprezentarea parametrică  

.0t,t'''y,
t
1'y 3 ≠==  

Din relaţia 
''y
'dy

'''y
''dy
=  rezultă y”dy” = y’’’dy’ = - tdt, deci 2tC"y −= , 

C constant. Cum dt
t
1dx"y 2−=  se obţine dt

tCt

1dx
22 −

−= , de unde  
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∫ +
−

−= 122
C

tCt

dtx . Atunci ∫∫ +
−

== 223
C

tCt

dtdx'yy , cu C1, C2 

constante. Familia de curbe definite parametric prin relaţiile obţinute 
pentru x şi y reprezintă soluţia generală a ecuaţiei iniţiale. 

2.2.10. Să se integreze ecuaţia diferenţială a parabolelor din planul 
xOy 

)4(2 y''y3'''y5 = , cu condiţia y” ≠ 0 

 Soluţie: Considerăm două cazuri: 
 a. Dacă y’’’ = 0, prin integrări succesive rezultă soluţia generală a 

ecuaţiei date 32

2

1 CxC
2
xCy ++= , unde C1, C2, C3 constante. S-au 

obţinut ecuaţiile parabolelor cu axele de simetrie paralele cu axa Oy. 
 b. Dacă y’’’ ≠ 0, ecuaţia iniţială se poate scrie sub forma 

următoarei relaţii 
''y
'''y

3
5

'''y
y )4(

= , de unde 3
5

''Cy'''y = , C constantă. 

Notând y”= z se obţine ecuaţia cu varibile separabile Cdxdzz 3
5

=
−

, cu 
soluţiile  

2
3

21 )CxC(

1z

+

±= , C1, C2 constante. 

Revenind la schimbarea de variabile efectuată, ecuaţia diferenţială 

2
3

21 )CxC(

1"y

+

=  

conduce prin integrări succesive la soluţia generală 

4321
1

CxCCxC
C
4y +++−= , 

iar ecuaţia 
2
3

21 )CxC(

1"y

+

−=  la soluţia generală 

43212
1

CxCCxC
C

4y +++= , unde C1, C2, C3, C4 sunt constante. 
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 Soluţiile generale obţinute reprezintă ecuaţiile parabolelor din 
planul xOy ale căror axe de simetrie nu sunt paralele cu axa Oy. 
 2.2.11. Să se rezolve ecuaţia diferenţială 

x
"y'''y =  

 Soluţie: Făcând substituţia y” = z, ecuaţia se reduce la 
x
z'z =  care 

are soluţia  z = Cx, C = const. Înlocuind pe z rezultă ecuaţia y” = Cx care, 
după două cuadraturi succesive, are soluţia 

,C)xx(C]x2)xx(x)[xx(
6
C)x(y 201

2
000 +−+−+−=   

 unde C, C1, C2 sunt constante. 
 2.2.12. Să se rezolve problema Cauchy 

⎩
⎨
⎧

=−=
=

−− 22 e)1(y,e6)1(y
'y'yln"y2

 

 Soluţie: Notăm y’ = z şi obţinem, prin înlocuire în ecuaţia iniţială, 
relaţia 2z’ ln z= z, care este o ecuaţie cu variabile separabile, putând fi 

scrisă sub forma dxdz
z

zln2
= . Prin integrare rezultă ln2x = x + C1, C1 

constantă, de unde se obţine mai departe 1Cxe'y +±= . Soluţiile generale 
ale ecuaţiei date sunt  

21
Cx C)1Cx(e2y 1 +−+= +  şi 31

Cx C)1Cx(e2y 1 +++−= +− . 

Ţinând însă cont de condiţiile iniţiale se obţine soluţia problemei Cauchy 

)13x(e2y 3x ++−= +− . 

 2.2.13. Să se rezolve ecuaţia diferenţială 
y” + yy’ = 0 

 Soluţie: Facem substituţia y’ = z şi obţinem ,0yz
dy
dz

=+  deci o 

ecuaţie de ordinul 1 cu variabile separabile. Soluţia sa este 2
y

1

2

eCz
−

=  
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şi apoi înlocuind z avem 2

2y

2eC'y
−

=  cu soluţia 

21

y

y

2
t

CxCdte
0

2

+=∫
−

, C1, C2 constante. 

 2.2.14. Să se rezolve ecuaţia diferenţială 
yy’’’+ 3y’ y” = 0 

 Soluţie: Fie y’ = p, atunci 
dy
dpp"y =  şi ])

dy
dp(

dy
pdp[p'''y 2
2

2
+= . 

Înlocuind în ecuaţia dată se obţine .0
dy
dpp3])

dy
dp(

dy
pdp[yp 22
2

2
=++  

Avem prin urmare două cazuri: 
 a.  p = 0, de unde soluţia ecuaţiei va fi y = C, C constant; 

 b. p ≠ 0, ceea ce conduce la 0)
dy
dpp(3)'

dy
dpp(y =+ . Notând 

dy
dppu =  se obţine yu’ + 3u = 0, de unde 

y
3

u
'u

−= . Prin integrare rezultă 

lnu = - 3lny + lnC, C constant, apoi 3y
Cu =  şi 3y

C"y = . Revenind la 

notaţia )'p
2
1('ppu 2==  se obţine 3

2

y
C)'p

2
1( =  şi, integrând, rezultă    

p2 = - Cy-2 + C1, C1 constant, adică 2
1 CyCp −−±= . Cum p = y’, 

relaţia anterioară conduce la ecuaţia cu variabile separabile 

1
CyC

'y
2

1

±=
− −

, cu soluţia implicită xCCyC
C
1

2
2

1
1

=+−± , C2 

constant, de unde rezultă soluţia ecuaţiei iniţiale 
C1y2 – C = C1

2(x – C2)2, C1, C2, C constante. 
 2.2.15. Să se integreze ecuaţia  

y”(ex + 1) + y’ = 0 
 Soluţie: Notând y’ = z, se obţine z’(ex + 1) + z = 0, de unde rezultă 

ecuaţia cu variabile separabile 
)1e(e

e
z
'z

xx

x

+
−=  cu soluţia x

x

1 e
1eCz +

= , 
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C1 constant. Prin urmare, y’ = C1(1 + e-x), de unde prin integrare se obţin 
soluţiile ecuaţiei iniţiale 

y = C1(x - e-x) + C2, C1, C2 constante.  
 2.2.16. Rezolvaţi ecuaţia diferenţială  

y” – 2yy’ = 0 
 Soluţie: Ecuaţia mai poate fi scrisă sub forma (y’)’ = (y2)’, de 
unde, prin integrare se obţine y’ = y2 + C, C constant, ceea ce conduce la 

ecuaţia diferenţială cu variabile separabile 1
Cy

'y
2 =
+

. Se disting trei 

cazuri, relativ la valorile posibile ale constantei C: 
 a. dacă C > 0, soluţiile ecuaţiei iniţiale vor fi de forma 

1Cx
C
yarctg

C
1

+= , C1 constant; 

 b. dacă C = 0, obţinem 
2Cx

1y
+

−= , C2 constant; 

 c. dacă C < 0, notăm C0 = - C > 0 şi soluţiile ecuaţiei date vor fi 
date implicit prin 

3
0

0

0
Cx

Cy
Cy

ln
C2
1

+=
+

−
, C3  constant. 

 2.2.17. Să se rezolve problema Cauchy 

⎩
⎨
⎧

==
=++

0)0(y,0)0(y
0x'y"xy

'  

 Soluţie: Dacă se notează y’ = z, se obţine ecuaţia liniară 

neomogenă 1z
x
1'z −=+ , cu soluţiile 

x
1)xdxC(z ∫−= , C constant, iar 

mai departe 
2
xCxz

2
−= . Ţinând cont că y’(0) = 0, rezultă z(0) = 0, deci 

C = 0. Atunci 
2
xz −=  şi 

2
x'y −= , de unde prin integrare 1

2
C

4
xy +−= . 

Cum y(0) = 0, obţinem C1 = 0, de unde soluţia problemei Cauchy este 

.
4
xy

2
−=  
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2.2.18. Determinaţi soluţia problemei Cauchy 

⎩
⎨
⎧

==
=−

0)0('y,1)0(y
y'y"yy 42

 

 Soluţie: Notând y’ = p se obţine 
dy
dpp"y =  şi prin înlocuire în 

ecuaţia dată rezultă 13 pyp
y
1

dy
dp −=− , care este o ecuaţie de tip Bernoulli 

în p ca funcţie de y, cu P(y) = - 
y
1 , Q(y) = y4 şi α = -1. Se impune atunci 

schimbarea de variabilă 2
1

up = , de unde 
u2
'u'p =  Ecuaţia de tip 

Bernoulli devine 
u

1yu
y
1

u2
'u 3=−  sau 3y2u

y
2'u =− , care este o 

ecuaţie liniară şi neomogenă, cu soluţia , C constant. Prin 

urmare 

22 y)yC(u +=

Cyyp 2 +±= . Ţinând cont de relaţia p = y’ şi de condiţiile 
iniţiale, rezultă C = -1, de unde se obţine ecuaţia cu variabile separabile 

dx
1yy

dy
2

±=
−

 sau dx
)

y
1(1

dy
y
1

2

2
±=

−
, 

având soluţiile 1Cx
y
1arccos +±= . Din condiţia y(0) = 1 rezultă C1 = 0, 

de unde soluţia problemei Cauchy este 
y = (cos x)-1 sau y = sec x. 

 2.2.19. Să se rezolve ecuaţia diferenţială  
x2y” – 2xy’ + 2y = 0, x ≠ 0 

 Soluţie: Împărţind ecuaţia prin x2 se obţine 0
x
y2

x
'y2"y 2 =+− , 

relaţie care mai poate fi scrisă şi sub forma 0)'
x
y2'y( =− . Integrând se 
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obţine Cy
x
2y' =− , adică o ecuaţie liniară neomogenă cu soluţiile 

2
21 x)dx

x
1CC(y ∫+= , de unde rezultă şi soluţiile ecuaţiei iniţiale 

y = C1x2 – Cx, C, C1 constante. 
 2.2.20. Să se integreze ecuaţia diferenţială  

'yy
x
1)'y('xyy2"yy 2 =+−  

 Soluţie: Ecuaţia poate fi scrisă şi sub forma 0
y
'y

x
1x2

'y
"y

=+−−  

sau 0)ylnxlnx'y(lnd 2 =+−− , de unde prin integrare rezultă  

2
1 xxlnCln'yyln ++=  sau . 

2x
1xeC'yy =

 Prin urmare, rezolvarea ecuaţiei cu variabile separabile 
 conduce la soluţiile implicite ale ecuaţiei iniţiale dxxeCydy

2x
1=

2
x

1
2 CeCy

2
+= , C1, C2 constante. 

 2.2.21. Să se rezolve ecuaţia diferenţială 
x2yy” = (y – xy’)2 

 Soluţie: Ecuaţia este omogenă în y, y’, y’’. Făcând schimbarea de 
variabilă y’ = yu, se obţine ecuaţia de ordinul 1 liniară şi neomogenă     

x2u’ + 2xu – 1 = 0 care mai poate fi scrisă şi sub forma 2x
1u

x
2'u =+  şi 

care are soluţia  

21
x

C

1 C,C,xeCy 2
2−

=  constante. 

 2.2.22. Să  se rezolve ecuaţia  

0'yy'xy"xyy 2 =−+  

 Soluţie: Ecuaţia este omogenă în raport cu x, y, y’ şi y”. Facem 
substituţia y’ = uy, care conduce la y” = u’y + uy’ = y(u’ + u2), şi prin 
înlocuire în ecuaţia dată la xy2(u’ + u2) + xy2u2 – uy2 = 0, echivalentă cu 

ecuaţia de tip Bernoulli 2u2u
x
1'u −=−  cu P(x) = 

x
1

− , Q(x) = -2 şi α = 2. 
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Se impune schimbarea de funcţie 21
1

zu −=  sau 
u
1z = , de unde obţinem 

ecuaţia liniară neomogenă 2z
x
1'z =+ , cu soluţiile )xC(

x
1z 2+= , C 

constantă. De aici 2xC
xu
+

=  şi mai departe dx
xC

x
y

dy
2+

= . Prin 

integrare rezultă soluţia ecuaţiei iniţiale 
2

1 xCCy += , C, C1 constante. 

 2.2.23. Să se rezolve ecuaţia  

0y4'xyy5'yx"yyx 2222 =+−+  

 Soluţie: Ecuaţia este omogenă în x, y, y’ şi y”. Se face schimbarea 
de variabilă , de unde  şi . Atunci 
ecuaţia dată devine  

∫= zdzey ∫= zdzze'y )z'z(e"y 2zdz += ∫

0e4zxe5zex)z'z(ex zdz2zdz22zdz222zdz22 =+−++ ∫∫∫∫ , 

prin urmare o ecuaţie de tip Riccati  2
2

x
4z

x
5z2'z −+−=  cu P(x) = -2, 

Q(x) = 
x
5 , R(x) = - 2x

4 . Se observă că o soluţie particulară a ecuaţiei 

Riccati este 
x
1z0 = . Vom căuta soluţii de forma 

u
1

x
1z += , cu 

2

'

2
'

u
u

x
1z −−= . Ecuaţia va deveni  2u

x
1'u =+ , liniară şi neomogenă, cu 

soluţii de forma 
x
1)xC(u 2+= ,  C constantă, de unde se obţine 

x
1)xC(u 2+=  şi prin urmare 2xC

x
x
1z

+
+= . Atunci obţinem 

∫
+

+
=

dx)
xC

x
x
1(

2ey  iar soluţiile ecuaţiei iniţiale vor fi de forma   

CxxCy 2
1 += , C, C1 constante. 

 
  
 2.2.24. Să se rezolve ecuaţia diferenţială 
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y”– 5y’+ 6y = 0 
 Soluţie: Ecuaţiei diferenţiale liniare şi omogene de ordinul 2, cu 
coeficienţi constanţi, i se asociază ecuaţia caracteristică  r2 - 5r + 6 = 0, 
care are rădăcini reale şi distincte r1 = 2 şi r2 = 3. Atunci soluţiile ecuaţiei 
iniţiale vor fi de forma 

x3
2

x2
1 eCeCy += , C1, C2 constante. 

 2.2.25. Rezolvaţi ecuaţia diferenţială 
y(4) – y = 0 

 Soluţie: Ecuaţia diferenţială de ordinul 4 este liniară şi omogenă, 
având ecuaţia caracteristică  r4 – 1 = 0, cu rădăcinile r1,2 = +1 şi r3,4 = +i. 
Soluţiile ecuaţiei date sunt atunci de forma 

y = C1 e-x + C2 ex + C3 cosx + C4 sinx, C1, C2, C3, C4 constante. 
2.2.26. Să se integreze ecuaţia 

y’’’+ 2y’’ – y’ + 6y = 0 
 Soluţie: Ecuaţia caracteristică ataşată ecuaţiei liniare şi omogene 
de ordinul 3 este r3 + 2r2 - r + 6 = 0 şi are rădăcinile r1 = -3 şi                 

r2,3 = 
2
7i

2
1
± . Soluţiile ecuaţiei iniţiale sunt 

)x
2
7sinCx

2
7cosC(eeCy 32

x
2
1

x3
1 ++= − , C1, C2, C3 constante. 

 2.2.27. Să se rezolve ecuaţia 
y(4) – 2y’’’ + y’’ = 0 

 Soluţie: Ecuaţia caracteristică este r4 – 2r3 + r2 = 0 şi are 
rădăcinile r1,2 = 0 şi r3,4 = 1. Atunci, ecuaţia iniţială are soluţiile de forma 

y = C1 + C2 x + C3 ex + C4 xex, C1, C2, C3, C4 constante. 
2.2.28. Determinaţi soluţiile ecuaţiei diferenţiale  

x2cos
1y4"y =+  

 Soluţie: Ecuaţia este liniară şi neomogenă, de ordinul 2, cu 
coeficienţi constanţi, şi determinarea soluţiilor presupune parcurgerea a 
două etape: 
 a.  se rezolvă ecuaţia omogenă ataşată y’’ + 4y = 0, care are 
soluţiile de forma y0 = C1  cos 2x + C2  sin 2x, C1, C2 constante; 
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 b. se aplică metoda variaţiei constantelor a lui Lagrange şi anume 
se determină soluţii de forma y(x) = C1(x) cos 2x + C2(x) sin 2x pentru 
ecuaţia neomogenă. Funcţiile C1 şi C2 se obţin din relaţiile  

x2cos
1x2cosC2x2sinC2

0x2sinCx2cosC
'
2

'
1

'
2

'
1

=+−

=+
 

Prin urmare 
x2cos
x2sin

2
1C'

1 −=  şi 
2
1C'

2 = , de unde C1(x)= 1kx2cosln
4
1

+ , 

C2 = 2kx
2
1

+ , k1 şi k2 constante. Soluţia ecuaţiei iniţiale va fi de forma 

x2sin)kx
2
1(x2cos)kx2cosln

4
1(y 21 +++= . 

 2.2.29. Să se rezolve ecuaţia diferenţială 
y” - 3y’ + 2y = e3x(1 + e2x)-1

 Soluţie: Ecuaţia este liniară şi neomogenă, de ordinul 2, cu 
coeficienţi constanţi. Ecuaţia omogenă ataşată  y” - 3y’ + 2y = 0 are 
soluţiile de forma y0 = C1 ex + C2 e2x, C1, C2 constante. Aplicând metoda 
variaţiei constantelor, căutăm pentru ecuaţia neomogenă soluţii de forma 
y = C1 (x) ex + C2 (x) e2x. Funcţiile C1 şi C2 se determină din relaţiile  

x2

x3
x2'

2
x'

1

x2'
2

x'
1

e1
eeC2eC

0eCeC

+
=+

=+
 

 Se obţine atunci x2

x2
'
1 e1

eC
+

−=  şi x2

x
'
2 e1

eC
+

= , de unde rezultă 

1
x2

1 k)e1ln(
2
1C ++−=  şi C2 = arctg ex + k2. Soluţiile ecuaţiei iniţiale 

vor fi de forma 

y = [ 1
x2 k)e1ln(

2
1

++− ]ex + (arctg ex + k2)e2x, k1, k2 constante. 

  
 
 

2.2.30. Rezolvaţi ecuaţia diferenţială 
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2y” – y’ – y = 4xe2x

 Soluţie: Pentru determinarea soluţiilor ecuaţiei de ordinul 2, liniare 
şi neomogene, cu coeficienţi constanţi, se parcurg următorii paşi: 
 a. se rezolvă ecuaţia liniară omogenă asociată 2y” – y’ – y = 0,    

căreia i se determină soluţiile de forma  y0 = C1 ex + C2 
x

2
1

e
−

, C1, C2 
constante. 
 b. Ţinând cont de forma termenului liber al ecuaţiei neomogene, 
f(x) = 4xe2x, se caută pentru ecuaţia neomogenă o soluţie particulară de 
forma yp = e2x(Ax + B), având în vedere că ecuaţia caracteristică a 

ecuaţiei omogene are rădăcini distincte, r1 = 1 şi r2 = - 
2
1 . Coeficienţii A 

şi B se calculează prin metoda coeficienţilor nedeterminaţi, după cum 
urmează: se înlocuiesc în ecuaţia iniţială yp, yp’ = 2e2x(Ax + B) + A e2x, 
yp” = 4e2x(Ax + B) + 4A e2x şi se obţine 5Ax + 7A + 5B = 4x. Prin 

identificarea coeficienţilor rezultă  A = 
5
4  şi B = -

25
28 . Soluţia particulară 

a ecuaţiei neomogene date este  

)
25
28x

5
4(ey x2

p −= ,  

iar soluţia ei generală poate fi scrisă sub forma 

)
25
28x

5
4(eeCeC)x(y x22

x

2
x

1 −++=
−

, C1, C2 constante. 

 2.2.31. Rezolvaţi ecuaţia  
y’’’ – 5y” = x 

 Soluţie: Ecuaţia omogenă ataşată y’’’ – 5y” = 0 admite soluţiile             
y0 = C1 + C2 x + C3 e5x, C1, C2, C3 constante. Cum termenul liber al 
ecuaţiei neomogene este f(x) =  x e0x, soluţia particulară a ecuaţiei date 
este de forma yp = (Ax + B)x2e0x, adică yp = Ax3 + Bx2. Prin metoda 

coeficienţilor nedeterminaţi, se obţine 
30
1A −=  şi 

50
1B −= , de unde 

soluţiile ecuaţiei neomogene iniţiale sunt 

y(x) = C1 + C2 x + C3 e5x - )x
50
1x

30
1( 23 + , C1, C2, C3 constante. 

 2.2.32. Să se rezolve ecuaţia 
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y” – 2y’+ y = xex

 Soluţie: Ecuaţia omogenă ataşată y” – 2y’ + y = 0 are soluţiile      
y0 = C1 ex + C2 x ex, C1, C2 constante. În continuare se caută pentru 
ecuaţia neomogenă o soluţie particulară de forma yp = ex(Ax + B)x2, 
având în vedere că ecuaţia caracteristică ataşată ecuaţiei omogene are 
rădăcina 1 cu ordinul de multiplicitate 2. Aplicând metoda coeficienţilor 

nedeterminaţi, se obţine A = 
3
1  şi B = 0. Atunci 3x

p xe
3
1y = , de unde 

soluţia generală a ecuaţiei iniţiale este 

3x
21

x xe
3
1)xCC(ey ++= , C1, C2 constante. 

2.2.33. Să se rezolve ecuaţia 
y” – 2y’+ 2y = x cosx 

 Soluţie: Soluţiile ecuaţiei omogene ataşate y” – 2y’+ 2y = 0 sunt 
y0 = ex (C1 cosx + C2 sinx), C1, C2 constante. Termenul liber al ecuaţiei 
neomogene este f(x) =  x cosx, prin urmare se determină pentru ecuaţia 
neomogenă o soluţie particulară de forma  

yp = (Ax + B)cosx + (Cx + D)sinx. 
Atunci            yp’= (Cx + A + D)cosx + (-Ax - B+ C)sinx  
şi                   yp” = (-Ax – B+ 2C)cosx - (Cx + 2A + D)sinx. 
Prin înlocuire în ecuaţia iniţială şi prin identificarea coeficienţilor se 
obţine sistemul  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+−+−
=+

=−++−
=−

0DC2B2A2
0CA2

0D2C2BA2
1C2A

 

cu soluţiile A = 
25
14D,

5
2C,

25
2B,

5
1

−=−== , de unde  

yp = (
5
1 x +

25
2 )cosx - (

5
2 x + 

25
14 )sinx 

şi atunci ecuaţia dată are soluţiile 

y = ex (C1 cosx + C2 sinx) + (
5
1 x +

25
2 )cosx - (

5
2 x + 

25
14 )sinx 
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unde C1, C2 sunt constante. 
 2.2.34. Să se integreze ecuaţia  

y’’’ – 3y’ - 2y = 10(sinx + x cosx) – 8x3 

 Soluţie: Ecuaţia caracteristică r3 – 3r – 2 = 0 a ecuaţiei omogene 
ataşate are soluţiile r1,2 = -1 şi r3 = 2, deci y0  =  C1 e-x + C2 xe-x + C3 e2x, 
C1, C2, C3 constante. Termenul liber este f(x) = 10(sinx + x cosx) – 8x3, 
deci yp = (Ax + B)sinx + (Cx + D)cosx + Ex3 + Fx2 + Gx + H va fi forma 
soluţiei particulare a ecuaţiei neomogene date. Prin înlocuire în ecuaţie şi 

după identificarea coeficienţilor rezultă A = 
5
7 , B = -2, C = 

5
1  , D = -1,  

E = 4, F = -18, G = 54, H = -69.  
Atunci soluţiile ecuaţiei iniţiale vor fi de forma 

y = C1 e-x + C2 xe-x + C3 e2x + (
5
7 x - 2)sinx + (

5
1 x - 2)cosx + 4x3  - 18x2 +  

+ 54x – 69, C1, C2, C3 constante. 
 2.2.35. Să se verifice dacă funcţiile y1 = x2 şi y2 = x3 formează un 
sistem fundamental de soluţii pe orice interval ce nu conţine originea şi să 
se construiască ecuaţia diferenţială liniară şi omogenă cu soluţiile 
particulare y1 şi y2. 
 Soluţie: Se verifică liniar independenţa sistemului de funcţii, prin 
condiţia ca wronskianul lor să nu fie nul pe orice interval ce nu conţine 
originea.   

0x
x3x2
xx]y,y[w 4

2

32

21 ≠==  pentru x ≠ 0,  

de unde rezultă că funcţiile date formează un sistem fundamental de 
soluţii. Ecuaţia care are ca soluţii particulare funcţiile  y1 = x2 şi y2 = x3 
este w[y1, y2, y] = 0, echivalentă cu 

0
yx62
yx3x2
yxx

''

'2

32

=  

de unde se obţine ecuaţia diferenţială de ordinul 2, liniară şi omogenă, cu 
coeficienţi variabili 

x2y’’ – 4xy’ + 6y = 0. 
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Soluţiile generale ale acestei ecuaţii sunt de forma y = C1 x2 + C2 x3, C1 şi 
C2 fiind constante. 
 2.2.36. Să se integreze ecuaţia 

x2y” – 4xy’+ 6y = 2x2

 Soluţie: Pentru a determina soluţiile acestei ecuaţii diferenţiale de 
ordinul 2, liniare şi nemogene, cu coeficienţi variabili, se rezolvă mai 
întâi ecuaţia omogenă ataşată  x2y” – 4xy’ + 6y = 0. Conform problemei 
anterioare, soluţiile acestei ecuaţii sunt de forma y = C1 x2 + C2 x3, C1 şi 
C2 fiind constante. În continuare, aplicând metoda variaţiei constantelor, 
se caută soluţii de forma y = C1(x)x2 + C2(x)x3. Funcţiile C1 şi C2 se 
determină din relaţiile  

C1’ x2 + C2’ x3 = 0   
2C1’  x + 3C2’ x2 = 2. 

Rezultă atunci că C1’ = -2x-1 şi  C2’ = 2x-2, de unde C1 = -2ln x + k1 şi    

C2 = 2k
x
2
+− . Soluţiile ecuaţiei date vor fi de forma 

23
2

2
1 x)1x(ln2xkxky +−+= , k1 şi k2 fiind constante. 

 2.2.37. Să se determine ecuaţia liniară şi omogenă care admite ca 
soluţii particulare funcţiile y1 = 1, y2 = e2x cos x, y3 = e-2x sin x. 
 Soluţie: Se arată că sistemul de funcţii este liniar independent, de 
unde rezultă că este sistem fundamental de soluţii al ecuaţiei  

w[y1, y2, y3, y] = 0,  
care este wronskianul funcţiilor y1, y2, y3, y. Ecuaţia va fi echivalentă cu 

0

yxsine2xcose11xsine11xcose20
yxsine3xcose4xsine4xcose30
yxsine2xcosexsinexcose20
yxsinexcose1

'''x2x2x2x2

''x2x2x2x2

'x2x2x2x2

x2x2

=

−−−
+−+

−−−

−−−−

−−−−

−−−−

−−

, 

obţinându-se în final ecuaţia diferenţială de ordinul 3, liniară şi omogenă 
y’’’ + 4y” + 5y’ = 0. 

Soluţiile generale ale acestei ecuaţii sunt de forma  
y = C1 + e-2x (C2

 cos x + C3 sin x), C1, C2, C3 constante. 
 2.2.38. Să se integreze ecuaţia 
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xy” + y’ = x2

 Soluţie: Se consideră ecuaţia omogenă ataşată xy” + y’ = 0, care 

mai poate fi scrisă şi sub forma 
x
1

'y
"y

−= şi care conduce prin două 

integrări succesive la soluţia y = C1 lnx + C2. Pentru a determina soluţiile 
ecuaţiei neomogene date se aplică metoda variaţiei constantelor. Luăm        
y = C1(x) lnx + C2(x), funcţiile C1 şi C2 obţinându-se din relaţiile  

C1’ lnx + C2’ = 0 

x
x
1'C1 = . 

Rezultă că C1’ = x2 şi C2’ = x2 lnx, de unde 1

3

1 k
3
xC +=  şi 

2

33

2 k
9
xxln

3
xC ++−= . Prin urmare, soluţiile ecuaţiei iniţiale sunt 

y = ( 1

3
k

3
x

+ )lnx 2

33
k

9
xxln

3
x

++− , k1 şi k2 constante. 

 2.2.39. Rezolvaţi ecuaţia diferenţială 
(1 – x2)y” – xy’ + 9y = 0 

 Soluţie: Făcând schimbarea de variabilă x = cost (sau x = sint) 
ecuaţia se reduce la o ecuaţie liniară omogenă. Prin urmare dx = -sint, 

dt
dy

tsin
1

dx
dt

dt
dy

dx
dy'y −===  şi 

2

2

23 dt
yd

tsin
1

dt
dy

tsin
tcos

dx
dt)

dt
dy

tsin
1(

dt
d"y +−=−= . 

 Înlocuind în ecuaţia dată se obţine ecuaţia diferenţială de ordinul 2, 
liniară şi omogenă, 

0y9
dt

yd
2

2
=+ ,  

cu soluţiile y = C1 cos3t + C2 sin3t. Atunci, soluţiile ecuaţiei iniţiale sunt 
y = C1 cos3(arccosx) + C2 sin3(arccosx), C1, C2 constante. 

 
2.2.40. Să se integreze ecuaţia diferenţială 
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0y)
4
1x('xy"yx 22 =−++  

 Soluţie: Făcând schimbarea de funcţie 
x

zy =  rezultă 

xx2
zx'z2'y −

=  şi 
xx4

)z'xz2(3)'z"xz2(x2"y 2
−−+

= . 

Prin înlocuire în ecuaţia dată se obţine ecuaţia diferenţială de ordinul 2, 
liniară şi omogenă, z” + z = 0, cu soluţiile z = C1 cosx + C2 sinx. 
Revenind la schimbarea de funcţie făcută, rezultă soluţiile ecuaţiei inţiale  

)xsinCxcosC(
x

1y 21 += , C1, C2 constante. 

 2.2.41. Să se rezolve ecuaţia diferenţială  
xy”– (x+1)y’ – 2(x – 1)y = 0 

ştiind că admite o soluţie particulară de forma yp = erx, r∈ R. 
 Soluţie: Pentru început determinăm soluţia particulară, prin 
calcularea valorii lui r. Avem y’ = rerx, y” = r2erx şi prin înlocuire în 
ecuaţia dată se obţine relaţia x(r2 – r – 2) – r + 2 = 0, de unde, 
identificând coeficienţii, rezultă r = 2. Deci yp = e2x este soluţia 
particulară a ecuaţiei date. În continuare, făcând schimbarea de funcţie     
y = ze2x, rezultă y’ = z’e2x + 2ze2x, y” = z”e2x + 4z’e2x + 4ze2x, iar prin 
înlocuire în ecuaţia dată se obţine ecuaţia xz” + (3x – 1)z’ = 0, care mai 

poate fi scrisă 3
x
1

'z
"z

−=  sau dx)3
x
1(

'z
'dz

−=  şi care are soluţia   

z’=C1xe-3x. Atunci 2
x3

1 Ce)1x3(C
9
1z ++−= − , de unde soluţiile ecuaţiei 

iniţiale vor fi 

x2
2

x
1 eCe)1x3(C

9
1y ++−= − , C1, C2 constante. 

 2.2.42. Să se rezolve ecuaţia 
x2 (lnx - 1)y” – xy’ + y = 0, 

ştiind că admite soluţia particulară yp = x. 
 Soluţie: Cunoscând o soluţie particulară a ecuaţiei, se face 
schimbarea de funcţie y = zyp, în cazul de faţă y = zx. Atunci y’= z’x + z 
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şi y” = z”x + 2z’. Înlocuind în ecuaţia dată, se obţine ecuaţia diferenţială 
cu variabile separabile 

x3(lnx - 1)z”+ x2(2lnx - 3)z’ = 0 sau 
)1x(lnx

3xln2
'z
"z

−
−

−= . 

După o prima integrare se obţine 21 x
1xlnC'z −

= , care este tot o ecuaţie cu 

variabile separabile, de unde, prin integrare, rezultă în continuare că 

21 Cxln
x
1Cz +−= , cu C1, C2 ∈ R. Revenind la schimbarea de funcţie 

efectuată, soluţia ecuaţiei iniţiale va fi 
xCxlnCy 21 +−= , C1, C2 constante. 

2.2.43. Rezolvaţi ecuaţia diferenţială 
4xy” + 2y’ – y = 0 

Soluţie: Se face schimbarea de variabilă x = t2. Se obţin relaţiile 

y’ = 
dt
dy

t2
1

dx
dt

dt
dy

dx
dy

⋅=⋅=  

y” = 2

2

23 dt
yd

t4
1

dt
dy

t4
1

dx
dt

dt
dy

t2
1

dt
d

⋅+⋅−=⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅ . 

După înlocuirea acestora în ecuaţia dată rezultă ecuaţia liniară 
omogenă de ordinul 2 cu coeficienţi constanţi 

2

2

dt
yd  - y = 0 

având soluţia generală y(t) = C1et + C2e-t, C1, C2 constante. Atunci soluţia 
generală a ecuaţiei date va fi  

y(x) = C1 xe  + C2 xe− , C1, C2 constante. 
 2.2.44. Determinaţi funcţia f: R→ R derivabilă pe R astfel încât  
f(x) = f”(- x), ∀x∈R. 

 Soluţie: Se derivează relaţia dată de două ori şi se substituie 
x prin – x. Ţinându-se cont de egalitatea dată se ajunge la ecuaţia liniară 
omogenă de ordinul 4 cu coeficienţi constanţi 

f(4) (x) – f(x) = 0 
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cu soluţiile f(x) = C1 ex + C2 e-x + C3 cos x + C4 sin x, C1, C2, C3, C4 
constante. Prin înlocuire în relaţia dată se obţine C1 = C2 şi C3 = 0. 
Funcţiile căutate vor fi  

f: R→ R, f(x) = k1( ex +  e-x) + k2 sin x, k1, k2 constante. 
 2.2.45. Să se rezolve problema Cauchy 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

=−

0)1('y,2)1(y

0xy)'
y
'yx(  

 Soluţie: Dacă notăm x = es, obţinem dx = esds sau 
x

dxds = . Atunci 

ds
dy

x
1

dx
dy

=  şi )
ds
dy

ds
yd(

x
1

dx
yd

2

2

22

2
−= . Ecuaţia devine ye)

ds
dy

y
1(

ds
d s2= . 

Facem schimbarea de variabilă y = e-2s+z, de unde )2
ds
dz(e

ds
dy zs2 −= +− . 

Prin urmare obţinem z
2

2
e

ds
zd
= . Cum p

ds
dz

= , rezultă 
dz
dpp

ds
zd
2

2
= . Atunci 

ze
dz
dpp = , care este o ecuaţie cu variabile separabile, cu soluţia implicită 

p2 = 2ez + C , C constant. Din condiţiile iniţiale rezultă C = 0, de unde se 

obţine p2 = 2ez
  sau z2 e2)

ds
dz( = , şi mai departe ze2

ds
dz

±= . Atunci 

Cxln2e2 2
z

+−=
−

, C constant. Dar zxln2 eey −= , de unde 
yx

1e 2
z

=
−

. 

Rezultă atunci xln2C
yx

2
−= . Din condiţiile iniţiale, cum y(1) = 2, 

obţinem C = 2 . Soluţia problemei Cauchy va fi  

22 )xln1(x
2y
−

= . 

 2.2.46. Să se rezolve ecuaţia diferenţială 
x2y” – 3xy’ + 5y = 0, x > 0 

 Soluţie: Se face schimbarea de variabilă x =  es, cu s = lnx şi  

Avem atunci 
ds
dy

x
1

dx
dy

=  şi )
ds
dy

ds
yd(

x
1

dx
yd

2

2

22

2
−= . Ecuaţia iniţială se va 
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scrie sub forma 0y5
ds
dy4

ds
yd
2

2
=+−  sau y” – 4y’ + 5y = 0, care este o 

ecuaţie de ordinul 2, liniară şi omogenă, cu coeficienţi constanţi, cu 
soluţia , de unde rezultă soluţia ecuaţiei date )ssinCscosC(ey 21

s2 +=

y = x2(C1 cos lnx + C2 sin lnx), C1, C2 constante. 
 2.2.47. Să se integreze ecuaţia  

0'xyy2'yx"yyx 222 =−+  

 Soluţie: Fie x = es şi s = lnx. Atunci, cum 
ds
dy

x
1'y =  şi 

)
ds
dy

ds
yd(

x
1"y 2

2

2 −= , se obţine 0)
ds
dy(

ds
dyy3

ds
ydy 2
2

2
=+− . Dacă notăm 

y’ = p, atunci 
dy
dpp"y =  şi ecuaţia devine 0pyp3

dy
dpyp 2 =+− . 

Distingem două cazuri: 
 a. dacă p = 0  rezultă y = constant; 

 b. dacă p ≠ 0  atunci 0py3
dy
dpy =+−  sau p)3

dy
dp(y −=− , de 

unde rezultă 3p
y
1

dy
dp

=+ , care este o ecuaţie liniară neomogenă, cu 

soluţia 
y
1)y

2
3C

2
3(p 2+= . De aici rezultă ecuaţia cu variabile separabile 

ds3
Cy
'yy2

2 =
+

, cu soluţiile ln(y2 + C) = 3s + C1, de unde, ţinând cont de 

schimbarea de variabilă făcută, obţinem soluţiile implicite ale ecuaţiei 
iniţiale  

3
1

2 xCCy =+ , C, C1 constante. 

2.2.48. Să se rezolve ecuaţia  
x2y’’’ + 5xy”+ 4y’ = lnx,  x > 0 

 Soluţie:  Se înmulţeşte ecuaţia cu x şi se notează x = es. Se obţine         

s = lnx şi 
ds
dy

x
1'y = , )

ds
dy

ds
yd(

x
1"y 2

2

2 −= , )
ds
dy2

ds
yd3

ds
yd(

x
1'''y 2

2

3

3

3 +−= . 

Ecuaţia iniţială va deveni o ecuaţie diferenţială de ordinul 3, liniară şi 
neomogenă, de forma  
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s
2

2

3

3
se

ds
dy

ds
yd2

ds
yd

=++  sau y’’’ + 2y”+ y’ = ses, 

cu soluţia generală y(s) = C1 +C2 e-s + C3 se-s. O soluţie particulară este de 
forma yp = es(As + B), de unde prin înlocuire în ecuaţie rezultă 

2
1B,

4
1A −== , deci yp = 

4
1 es(s – 2). Atunci, soluţia ecuaţiei date este  

)2x(lnx
4
1

x
xlnC

x
1CCy 321 −+++= , C1, C2, C3 constante. 

 2.2.49. Să se rezolve ecuaţia diferenţială 
(3x + 2)2y” + 7(3x + 2)y’ = - 63x + 18 

 Soluţie: Facem schimbarea de variabilă 3x + 2 = es, de unde 

3
2ex

s −
=  şi 

2x3
3

dx
ds

+
= . Atunci se obţine 

ds
dy

2x3
3'y
+

=  şi 

)
ds
dy

ds
yd(

)2x3(
9"y 2

2

2 −
+

= . Înlocuind în ecuaţia dată rezultă ecuaţia de 

ordinul 2, liniară şi neomogenă 60e21
ds
dy12

ds
yd9 s
2

2
+−=+ . Ecuaţia 

liniară omogenă ataşată 9y” + 12y’= 0 are soluţia 
s

3
4

210 eCCy
−

+= , iar 
o soluţie particulară a ecuaţiei neomogene este de forma yp = Aes+Bs+C. 
Prin înlocuire în ecuaţia neomogenă şi identificarea coeficienţilor se 
obţine A = -1, B = 5 şi C = 0, de unde rezultă că soluţia ecuaţiei liniare şi 

neomogene va fi s5eeCCy ss
3
4

21 +−+=
−

. Revenind la schimbarea de 
variabilă făcută, obţinem soluţia ecuaţiei iniţiale 

2x3ln52x3)2x3(CCy 3
4

21 ++−−++=
−

, C1, C2 constante. 

 2.2.50. Rezolvaţi ecuaţia diferenţială. 
yy” = y’2 + 1 

 Soluţie: Derivând ecuaţia iniţială rezultă y’ y” + yy’’’ = 2y’ y”, de 

unde se obţine 
y
'y

"y
'''y
= şi mai departe relaţia y” – Cy = 0, C > 0, care 

este o ecuaţie diferenţială de ordinul 2, liniară şi omogenă, cu coeficienţi 
constanţi, şi ale cărei soluţii sunt 
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xC
2

xC
1 eCeCy −+= , C1, C2 constante. 

Înlocuind soluţiile obţinute în ecuaţia iniţială, se obţine următoarea relaţie 
între constante 4C C1 C2 = 1, de unde rezultă 

x
CC2

1

2

x
CC2

1

1
2121 eCeCy

−

+= , C1, C2 constante. 

  
 2.3. Probleme propuse 
 Să se rezolve următoarele ecuaţii diferenţiale şi probleme Cauchy: 
2.3.1.                                           y”= (y’)2

Răspuns: .constc,c,ccxlny 2121 =++−=  

2.3.2.                                        y(5) - 2 y(4) = 0 

Răspuns: .constc,c,c,c,c,cxc
2
xc

6
xcecy 5432154

2

3

3

2
x2

1 =++++=  

2.3.3.                                          y’’’ y(4) = 1 

Răspuns: .constc,c,c,c,c
2
tc

8
tc

105
ty,c

2
tx 43214

2

3

4

2

7

1

2
=+++=+=  

2.3.4.  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==
==

−=

1)0('''y,0)0("y
1)0('y,3)0(y

xey x)4(

 

Răspuns: 2
2
x

120
xey

25
x +−−= . 

2.3.5.                                      x = y”+ (y”)2

Răspuns: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+++++=

+=

21
3

1
57

3

ctct)c
6
1(t

20
9t

28
9y

ttx
 t∈R, c1,c2=const. 

2.3.6.                                    shy”+ y” = x 

Răspuns:
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+++−+
−

=

+=

21

32
ctc

6
tt2sh

8
3cht

2
tsht

2
2ty

tshtx
t∈R, c1,c2=const. 
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2.3.7.                                    y” = y’[1 + (y’)2] 

Răspuns:  .constc,c,cearcsiny 212
cx 1 =+±= +

2.3.8.                                    
⎩
⎨
⎧

==
=

1)0(y,0)0(y
'yln'y"y

'  

Răspuns: y = x. 
2.3.9. Să se integreze ecuaţia diferenţială a cercurilor din planul xOy 

2'

2

y1

"y'y3'''y
+

=  

Răspuns:  .constc,c,c,c)cy()cx( 321
2
3

2
2

2
1 ==−+−

2.3.10. Determinaţi integrala generală a ecuaţiei diferenţiale a 
hiperbolelor din planul xOy 

4(y’’’)2 – 3y”yIV = 0 

Răspuns: .constc,c,c,c,
cx

ccxcy 4321
4

3
21 =

−
++=  

2.3.11. Fie ecuaţia diferenţială yy’y” = (y’)3 + (y”)2. Determinaţi curba 
integrală din planul xOy, ce trece prin punctul O(0, 0) şi este tangentă la 
dreapta de ecuaţie x + y = 0. 
Răspuns: y = 1 – ex,  y = -1 + e-x. 
2.3.12.                                 y”– 3x2y’– 6xy = 0 

Răspuns:  .constc,c,e)dxecc(y 1
xx

1
33

=+= ∫ −

2.3.13.                                x2y” + xy’ + y = 0          

Răspuns: .constc,c),cxsin(lncy 2121 =−=                         

2.3.14.                               x2y” – 3xy’ +2y = 0 

Răspuns: .constc,c,)x(c)x(cy 21
22

2
22

1 =−+−= −+  

2.3.15.                          (1+x)2y” – 3(1+x)y’ + 4y = (1+x)3

Răspuns: .constc,c,)x1()x1)(x1lncc(y 21
32

21 =+++++=  

2.3.16.                            xy4'y)2x(3"y)2x( 2 =+−−−
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Răspuns: constc,c,
2
3x)c2xlnc()2x(y 2121

2 =−++−−= . 

2.3.17.                                        4y” + 4y’ + y = 0 

Răspuns: .constc,c),xcc(ey 2121
x

2
1

=+=
−

 

2.3.18.                                    y’’’ – 13y” + 12y’ = 0 
Răspuns: y = c1 + c2 ex + c3 e12x, c1, c2, c3 = const.  
2.3.19.                                    y”+ ω2y = 0, ω > 0 
Răspuns: y = c1 cosωx + c2 sinωx, c1, c2 = const. 

2.3.20.                                   
⎩
⎨
⎧

−==
=−+

3)0(y,1)0(y
0y3'y2"y

'                                     

Răspuns: y = e-3x

2.3.21.                           x2sintgx'y"y =+  

Răspuns: .constc,c,cx2sin
2
1xxsincy 2121 =+−−=  

2.3.22.                            0x2cos,
x2cosx2cos

1y"y >=+  

Răspuns: .constc,c,x2cosxsincxcoscy 2121 =−+=  

2.3.23.                                  y” + 2y’+ 7y = 0 

Răspuns: y = e-x(c1 cos x6sincx6 2+ ),c1, c2 = const. 

2.3.24.                                 y(4) + 8y”+ 16y = 0 
Răspuns: y = (c1 + c2 x)cos2x + (c3 + c4 x)sin2x 

2.3.25.                          3

2

x
2x6x9y9'y6"y ++

=+−  

Răspuns: .constc,c,
x
1e)xcc(y 21

x3
21 =++=  

2.3.26.                                y’’’ – 3y” + 3y’  – y = 0 
Răspuns: y = (c1 + c2 x + c3 x2)ex, c1, c2, c3 = const. 
2.3.27.                                    y” + 3y’ + 5y = 0 
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Răspuns: .constc,c),x
2
11sincx

2
11cosc(ey 2121

x
2
3

=+=
−

 

2.3.28.                                      0y'xy'''yx3 =−+

Răspuns: .0x,constc,c,c),xlncxlncc(xy 321
2

321 ≠=++=  

2.3.29.                                            1xy'''y 3 −=−

Răspuns:

.constc,c,c,5x)x
2
3sincx

2
3cosc(eecy 321

3
32

2
x

x
1 =−−++=

−
 

2.3.30.                                     0)y(2yy 2IIIIVII =−

Răspuns: .constc,c,c,c,cxccxcln
c

cxcy 43214321
1

21 =+++
+

−=  

2.3.31. Să se verifice dacă funcţiile y1 = x şi y2 = x2 formează un sistem 
fundamental de soluţii pe orice interval ce nu conţine originea şi să se 
construiască ecuaţia diferenţială liniară şi omogenă cu soluţiile particulare 
y1 şi y2. 
Răspuns: x2y” –2xy’ + 2y = 0. 
2.3.32.                                   x2y”– 2xy’ + 2y = x2, x ≠ 0 

Răspuns: y = c1 x + c2 x2 + x2ln( x -1), c1, c2 = const. 

2.3.33. Să se determine ecuaţia liniară şi omogenă care admite ca soluţii 
particulare funcţiile: 
    a. y1 = sin x, y2 = cos x; 
    b. y1 = ex, y2 = e-x, y3 = e2x. 
Răspuns: a. y” + y = 0; 
                 b. y’’’ – 2y” – y’ + 2y = 0. 
2.3.34.                                      x2y” – xy’ = 3x3

Răspuns: y = c1 + c2 x2 + x3, c1, c2  = const. 

2.3.35.                      y” + ω2y = A sin qx, ω > 0, A, q∈R 

Răspuns: a. dacă q = ω, atunci y = c1 cosωx + c2 sinωx - xcosx
2
A ω
ω

, c1, 

c2 = const; 
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    b. dacă q ≠ ω, atunci y = c1 cosωx + c2 sinωx + qxsin
q

A
22 −ω

, 

c1, c2 = const. 

2.3.36.                }k,k
2

{x,
xcos

ey5'y4"y
x2

ZR ∈+−∈=+− ππ  

Răspuns:  

.constc,c),xsinxxcoslnx(cose)xsincxcosc(ey 21
x2

21
x2 =+++=  

2.3.37.                                    y” +  y = x sinx  

Răspuns: .constc,c,xsin
4
xxcos

4
xxsincxcoscy 21

2

21 =+−+=  

2.3.38.                                      y” -  y = shx 

Răspuns: y = (c1 + 4
1  x)ex + (c2 + 4

1  x)e-x, c1, c2 = const. 

2.3.39.             y(4) – 3y”– 4y = x2 + 1+ e3x + 4cosx 
Răspuns:  

y = c1 e2x + c2 e-2x + c3 cosx + c4 sinx +  ,xsinx
5
2

8
1

4
xe

50
1 2

x3 −+−  

c1, c2 = const. 

2.3.40.                              
⎩
⎨
⎧

==
=+−

1)1('y,0)1(y
x2y'xy"yx2

Răspuns: y = x lnx( lnx + 1),  x > 0. 

2.3.41.                 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

=+−

0)
2

('y,1)0(y

0xsinyxcos'y"y
π  

Răspuns: . xsine)x(y =

2.3.42.                            
⎩
⎨
⎧

==
=−+

e3)e('y,0)1(y
x4y4'xy"yx 22

Răspuns: y(x) = x2 lnx, x > 0. 
2.3.43.                                y” – y’ + e2x y = 0 
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Răspuns: y(x) = c1 cos ex + c2 sin ex, c1, c2 = const. 

2.3.44.                            
⎩
⎨
⎧

−==
=−+

1)1('y,1)1(y
1'yx"y3'''xy 2

Răspuns: 
x
1)x(y = . 

2.3.45.                        
⎩
⎨
⎧

==
=−−

0)0('y,1)0(y
01xsin'y2xcos"y

 

Răspuns: y(x) = sinx tgx + cosx. 
2.3.46.                               xy’’’ + y” = x + 1 

Răspuns: y = c1 x(ln x - 1) +
12
1  x3 + 

2
1 x2 + c2 x + c3, c1, c2, c3 = const. 

2.3.47.                              18xy” + 9y’ + 2y = 0 

Răspuns: y(x) = x
3
2sincx

3
2cosc 21 + , c1, c2 = const. 

2.3.48.                      y” + )
x
21( − y’ - 2y = 0 

ştiind că admite soluţia particulară e-x. 
Răspuns: y = c1 (x2 – 2x + 2) + c2 e-x, c1, c2 = const. 
2.3.49.            (x + 1)3y’’ + 3(x + 1)2y’ + (x + 1)y = 6 ln(x + 1) 
Răspuns: y(x) = (x + 1)-1[c1 + c2 ln(x + 1)+ ln3(x + 1)], c1, c2 = const. 
2.3.50. Fie ecuaţia diferenţială  

y” - 
1x

x2
2 +

y’ = -
1x

a
2 +

y, a ∈ R. 

Determinaţi valoarea parametrului a astfel încât ecuaţia să admită ca 
soluţie nebanală un polinom. Rezolvaţi ecuaţia ştiind că admite un 
polinom de gradul I ca soluţie particulară. 
Răspuns: a = 2 şi y(x) = c1 x2 + c2 x – c1, c1, c2 = const. 
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Capitolul 3. SISTEME DE ECUAŢII DIFERENŢIALE 
 

 3.1. Consideraţii teoretice 
Sistemul de ecuaţii 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

)y,...,y,y,x(f
dx

dy
...

)y,...,y,y,x(f
dx

dy

)y,...,y,y,x(f
dx
dy

n21n
n

n212
2

n211
1

 

unde f1, f2, ..., fn: D→ R sunt funcţii continue pe D, D⊂ Rn+1 fiind un 
domeniu, iar funcţiile necunoscute y1, y2, ..., yn: [a, b]→ R sunt derivabile 
pe domeniul lor de definiţie se numeşte sistem de ecuaţii diferenţiale de 
ordinul 1. 
 
 3.1.1. Reducerea la o singură ecuaţie de ordin superior 

Fie sistemul 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

)y,...,y,y,x(f
dx

dy
...

)y,...,y,y,x(f
dx

dy

)y,...,y,y,x(f
dx
dy

n21n
n

n212
2

n211
1

 

şi presupunem că funcţiile f1, f2, ... , fn au derivate parţiale continue până 
la ordinul n – 1 în raport cu toate argumentele. 

Prin derivări succesive şi renotări ale funcţiilor nou obţinute rezultă 
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⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

−−

−

)y,...,y,y,x(F
dx

yd
.........................................

)y,...,y,y,x(F
dx

yd

)y,...,y,y,x(f
dx
dy

n211n1n
1

1n

n2122
1

2

n211
1

 

Considerăm sistemul în necunoscutele y1, y2, ..., yn şi determinăm 

aceste necunoscute în funcţie de 1n
1

1n

2
1

2
1

dx
yd

,...,
dx

yd
,

dx
dy

,x
−

−

. Suntem 

conduşi la  

)
dx

yd
,...,

dx
dy

,y,x(
dx

yd
1n
1

1n
1

1n
1

n

−

−

=Φ  

deci funcţia y1 satisface o ecuaţie diferenţială de ordinul n. 
 

3.1.2. Sisteme simetrice, combinaţii integrabile 
 Fie sistemul de ecuaţii diferenţiale 

)y,...,y,y,x(f
dx
dy

n21i
i = , i = 1, 2, ... , n 

 O combinaţie integrabilă a sistemului este o ecuaţie diferenţială 
care este o consecinţă a ecuaţiilor sistemului dar care este integrabilă, sau 
care printr-o schimbare de variabilă devine integrabilă. Ea permite ca prin 
integrare să se obţină o ecuaţie 

Φ(x, y1, y2, ... , yn) = c, c constant 
care se numeşte integrală primă a sistemului. 

Dacă presupunem că am determinat k combinaţii integrabile ale 
sistemului, le-am integrat şi am obţinut integralele prime 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

=
=

kn21k

2n212

1n211

c)y,...,y,y,x(
.................................

c)y,...,y,y,x(
c)y,...,y,y,x(

Φ

Φ
Φ

. 
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Dacă 

0
)y,...,y,y(D

),...,,(D

jk2j1j

k21 ≠
ΦΦΦ

. 

unde yji , i = 1, 2, ... , k sunt k funcţii necunoscute, atunci este posibil să 
se determine aceste funcţii în funcţie de celelalte. Se va obţine un sistem 
de n - k ecuaţii cu n - k necunoscute. 

Pentru găsirea combinaţiilor integrabile este adesea convenabilă 
folosirea formei simetrice a sistemului. Aceasta este: 

)y,...,y,x(
dx

)y,...,y,x(
dy

...
)y,...,y,x(

dy
)y,...,y,x(

dy

n10n1n

n

n12

2

n11

1

ϕϕϕϕ
====

 
unde 

)y,...,y,x(
)y,...,y,x(

)y,...,y,x(f
n10

n1i
n1i ϕ

ϕ
= , i = 1, 2,..., n. 

 
3.1.3. Sisteme diferenţiale liniare 

 Forma normală a unui sistem liniar de n ecuaţii diferenţiale de 
ordinul 1 este  

n,...,2,1i,)x(fy)x(a
dx
dy n

1j
ijij

i =+= ∑
=

, 

unde funcţiile aij: [a, b]→ R şi  fi: [a, b]→ R sunt continue.  
 Dacă toate funcţiile fi sunt identic nule, atunci sistemul se numeşte 
omogen. 

Notând  

,

dx
dy
...
dx

dy
dx
dy

dx
dy,

a...aa
............

a...aa
a...aa

A,

f
...
f
f

F,

y
...
y
y

Y

n

2

1

nn2n1n

n22221

n11211

n

2

1

n

2

1

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=  

obţinem forma vectorială a sistemului  
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.FAY
dx
dY

+=  

 Pe mulţimea funcţiilor vectoriale Y: [a, b]→ Rn derivabile pe [a, b] 
definim operatorul L prin  

AY
dx
dY)Y(L −=  

 Soluţia generală a unui sistem de ecuaţii diferenţiale liniare 
neomogene cu coeficienţi continui pe [a, b] este suma soluţiei generale a 
sistemului omogen corespunzător cu o soluţie particulară a sistemului 
neomogen. 
 Deci soluţia generală a unui sistem neomogen are forma  

∑
=

+=
n

1i
0ii YYcY , 

unde  Y1, Y2, ..., Yn sunt n soluţii liniar independente ale ecuaţiei L(Y) = 0, 
cu coeficienţii aij: [a,b]→ R funcţii continue pe [a,b] şi combinaţia 
liniară  

∑
=

=
n

1i
iiYcY  

cu ci, i = 1, n constante, este soluţia generală a sistemului de ecuaţii 
diferenţiale liniare şi omogene. Y1, Y2, ..., Yn formează un sistem 
fundamental de soluţii. Y0 desemnează o soluţie particulară a sistemului 
neomogen. 
 
 3.1.4. Sisteme de ecuaţii diferenţiale liniare cu coeficienţi 
constanţi 
 Fie sistemul de ecuaţii diferenţiale 

∑
=

=+=
n

1j
ijij

i n,1i),x(fya
dx
dy  

unde aij  sunt numere reale sau complexe. 
 Pentru găsirea soluţiei generale a sistemului omogen corespunzător  
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⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

∑

∑

∑

=

=

=

n

1j
jnj

n

n

1j
jj2

2

n

1j
jj1

1

ya
dx

dy
...

ya
dx

dy

ya
dx
dy

 

se foloseşte metoda valorilor proprii.  
Ecuaţia caracteristică a sistemului este 

0

ka...aa
............

a...kaa
a...aka

nn2n1n

n22221

n11211

=

−

−
−

 

Când rădăcinile sale ki, i = 1, n sunt distincte atunci se obţin n 
soluţii ale sistemului 

n,1jeby xik)i(
j

)i(
j ==  

Folosind notaţia vectorială  

AY
dx
dY

=  

căutăm soluţia sub forma: 

,DeY kx=  unde  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

n

2

1

b
...
b
b

D

Ecuaţia caracteristică  
det(A - kIn) = 0 

are drept soluţii valorile proprii ale matricei A. Când aceste rădăcini ki,     
i = 1, n sunt distincte atunci obţinem n soluţii liniar independente 

n,1i,eDY xik)i(
i ==  

unde 
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

)i(
n

)i(
2

)i(
1

)i(

b
...

b
b

D  

 Soluţia generală a sistemului de ecuaţii diferenţiale liniare şi 
omogene este 

∑
=

=
n

1i

xik)i(
i eDcY  

unde ci, i = 1, n sunt constante arbitrare. 
 Când ecuaţia caracteristică are coeficienţi reali şi rădăcina 
complexă k1 = d + ig, căreia îi corespunde soluţia complexă  a sistemului 
bi = bi’ + ibi”, i = 1, n, atunci soluţia complexă a sistemului de ecuaţii 
diferenţiale se poate scrie trigonometric: 

)])gxsinbgxcosb(igxsinbgxcosb[e.,

)],..gxsinbgxcosb(igxsinbgxcosb[e(Y
'
n

"
n

"
n

'
n

dx

'
1

"
1

"
1

'
1

dx)i(

++−

++−=
 

Aceasta, conform observaţiei făcute în paragraful precedent, se reduce la 
două soluţii reale, prin separarea părţii reale şi a părţii imaginare, după 
cum urmează: 

))gxsinbgxcosb(e),...,gxsinbgxcosb(e(Y "
n

'
n

dx"
1

'
1

dx)w1( −−=  

))gxsinbgxcosb(e),...,gxsinbgxcosb(e(Y '
n

"
n

dx'
1

"
1

dx)w2( ++=  

Când ecuaţia caracteristică are rădăcina k1 multiplă de ordinul p, 
atunci sistemul de ecuaţii diferenţiale are soluţiile  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

=
=

x1k
nn

x1k
22

x1k
11

e)x(Qy
...

e)x(Qy
e)x(Qy

 

unde Qi, i = 1, n sunt polinoame de grad cel mult p - 1 ai căror coeficienţi 
se determină ca fiind funcţii liniare şi omogene de p constante oarecare 
c1, c2, ..., cp. 
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 3.1.5. Stabilitatea soluţiilor sistemelor 
 Fie sistemul de ecuaţii diferenţiale de ordinul 1 

)x,...,x,x,t(f
dt
dx

n21i
i = , i = 1, n 

în care interpretăm variabila independentă t ca fiind timpul, t∈[t0, ∞), iar 
(x1, x2, ..., xn) ca fiind coordonatele unui punct M dintr-un domeniu D. 
Presupunem că funcţiile fi sunt continue şi au derivate parţiale continue 
pe domeniul lor de definiţie, în raport cu fiecare argument. 
 Fie condiţiile iniţiale xi(t0) = xi

0 , i = 1, n şi soluţia sistemului   
X = (x1, x2, ..., xn) 

punând în evidenţă că aceasta satisface condiţiile iniţiale prin notaţia 

.n,1i),x,...,x,x,t;t(xx 0
n

0
2

0
10ii ==  

Un astfel de sistem este des întâlnit în mecanică şi se numeşte mişcare. 
 Păstrând momentul iniţial t0 fix se poate schimba poziţia iniţială 
M0(x1

0, x2
0, ..., xn

0) cu N0(y1
0, y2

0, ..., yn
0). Se obţine atunci o nouă soluţie a 

sistemului, adică o altă mişcare 

))y,...,y,y,t;t(y),...,y,...,y,y,t;t(y(Y 0
n

0
2

0
10n

0
n

0
2

0
101= . 

 Pentru a studia abaterea celei de a doua mişcări de la prima se 
foloseşte noţiunea de stabilitate după Liapunov. 
 Mişcarea definită de relaţia anterioară se numeşte stabilă după 
Liapunov dacă la orice număr ε > 0 se poate asocia un număr pozitiv δ(ε) 
astfel încât pentru orice t ≥ t0  

ε<− )y,...,y,t;t(x)x,...,x,t;t(x 0
n

0
10i

0
n

0
10i  

pentru datele iniţiale astfel luate ca )(xy 0
i

0
i εδ<− , pentru orice i = 1, n. 

 Mişcarea se numeşte instabilă dacă ea nu este stabilă, prin urmare 
dacă există un număr ε0 > 0, un moment t = T şi un indice i astfel ca 
pentru orice număr pozitiv δ să avem  

0
0
n

0
10i

0
n

0
10i )y,...,y,t;t(x)x,...,x,t;t(x ε≥−  

deşi avem .n,1k,xy 0
k

0
k =<− δ  
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Teorema de stabilitate a lui Liapunov. Dacă există o funcţie 
diferenţiabilă v(x1, x2, ..., xn) numită funcţia lui Liapunov care satisface 
condiţiile următoare în vecinătatea originii 

(1) v(x1, x2, ..., xn) ≥ 0 şi v = 0 numai pentru xi = 0, i = 1, 2, ..., n, adică 
dacă v are un minimum strict în origine 

(2) ∑
=

≤
∂
∂

=
n

1i
n1i

i
0)x,...,x,t(f

x
v

dt
dv  pentru t ≥ t0 , atunci punctul x1 = x2 = 

... = xn = 0 este stabil. 
 Mişcarea definită de  

))y,...,y,y,t;t(y),...,y,...,y,y,t;t(y(Y 0
n

0
2

0
10n

0
n

0
2

0
101= . 

se numeşte asimptotic stabilă dacă  

0)y,...,y,t;t(x)x,...x,t;t(xlim 0
n

0
10i

0
n

0
10i

t
=−

∞→
 

pentru datele iniţiale luate astfel ca δ<− 0
i

0
i xy , δ > 0. 

 În caz contrar, mişcarea este asimptotic instabilă. 
 Teorema de stabilitate asimptotică a lui Liapunov. Dacă există o 
funcţie Liapunov diferenţiabilă v(x1, x2, ..., xn) care satisface condiţiile 
(1) v(x1, x2, ..., xn) are un minimum strict în origine, v(0, 0, ..., 0) = 0  
(2) derivata funcţiei v, calculată de-a lungul curbelor integrale ale 
sistemului dat 

∑
=

≤
∂
∂

=
n

1i
n21

i
0)x,...,x,x,t(f

x
v

dt
dv  

şi pentru  

∑
=

≥≥≥≥
n

1i
00

22
i tTt,0x δ  

derivata 

0
dt
dv

<−≤ β  

unde β este o constantă, atunci punctul xi = 0, i = 1, 2, ..., n este 
asimptotic stabil.  
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Teorema de instabilitate a lui Chetayev. Dacă există o funcţie 
diferenţiabilă v(x1, x2, ..., xn) care satisface următoarele condiţii într-o α - 
vecinătate închisă a originii 

(1) într-o vecinătate U oricât de mică a originii există o regiune, (v > 0), 
în care v > 0 şi v = 0 într-o submulţime a frontierei regiunii (v > 0) din U; 

(2) în regiunea (v > 0) derivata  

∑
=

>
∂
∂

=
n

1i
n1i

i
,0)x,...,x,t(f

x
v

dt
dv  

şi în regiunea (v ≥ α), α > 0, derivata 0
dt
dv

>≥ β , atunci punctul xi = 0,   

i = 1, 2, ..., n, este stabil pentru sistemul dat. 
 Aceste teoreme se pot folosi pentru studiul stabilităţii oricărei 
mişcări, deoarece investigarea stabilităţii soluţiei  

xi = xi(t) , i = 1,2,...,n 
a sistemului de ecuaţii  

n,...,2,1i),x,...,x,t(f
dt
dx

n1i
i ==  

poate fi redusă la investigarea stabilităţii soluţiei banale (0, 0, ..., 0). 
 

3.2. Probleme rezolvate 
 3.2.1. Să se rezolve sistemul de ecuaţii diferenţiale 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

=

1
2

2
1

y
dx
dy

y
dx
dy

 

 Soluţie: Sistemul are următoarea familie de soluţii: 

⎩
⎨
⎧

−−=
−=

)cxsin(cy
)cxcos(cy

212

211  unde c1, c2 sunt constante. 

Privind pe x drept parametru se obţine familia de cercuri concentrice cu 
centrul în originea sistemului de coordonate xOy din R2, de ecuaţii         

2
1

2
2

2
1 cyy =+ . 
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 3.2.2. Să se rezolve sistemul  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

x
dt
dy

y
dt
dx

 

 Soluţie: Derivând prima ecuaţie în funcţie de t obţinem 
dt
dy

dt
xd
2

2
=  

şi folosind a doua ecuaţie rezultă x
dt

xd
2

2
= , deci 0x

dt
xd
2

2
=− , care este o 

ecuaţie diferenţială de ordinul 2, liniară şi omogenă. Ecuaţia caracteristică 
r2 – 1 = 0 are rădăcinile r1 = -1 şi r2 = 1, deci soluţiile ecuaţiei 
diferenţiale sunt tt ececx −+= 21 . Folosind prima ecuaţie găsim 

t
2

t
1 ecec

dt
dxy −−== , c1, c2 constante, 

determinând astfel y fără integrare. Dacă l-am fi determinat integrând 
ecuaţia a doua cu x cunoscut, rezulta soluţia  

3
t

2
t

1 cececy +−= −  

şi verificând prima ecuaţie obţinem c3 = 0. 
3.2.3. Să se rezolve sistemul 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−=

−=

−=

yx
dt
dz

xz
dt
dy

zy
dt
dx

 

 Soluţie: Adunând membru cu membru ecuaţiile sistemului obţinem 

0
dt
dz

dt
dy

dt
dx

=++ , deci 0)zyx(
dt
d

=++ , aceasta fiind o combinaţie 

integrabilă a sistemului dat. Integrala primă corespunzătoare este: 

1czyx =++ , c1 constant. 

 Înmulţind acum prima ecuaţie cu x, a doua cu y, a treia cu z şi 

adunând se găseşte 0
dt
dzz

dt
dyy

dt
dxx =++ , ceea ce este echivalent cu 
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0)( 222 =++ zyx
dt
d , 

având integrala primă 
x2 + y2 + z2 = c2. 

Ţinând cont de cele două integrale prime obţinute 

⎩
⎨
⎧

=++
=++

2
222

1

czyx
czyx

 

se poate obţine x = f(t, z), y = g(t, z) şi atunci din a treia ecuaţie a 
sistemului rezultă 

)z,t(g)z,t(f
dt
dz

−= , 

care, prin integrare, conduce la determinarea funcţiei z. 
3.2.4. Să se rezolve sistemul simetric de ecuaţii diferenţiale 

xz2
dz

xy2
dy

zyx
dx

222 ==
−−

. 

 Soluţie: Integrând ecuaţia 
xz2

dz
xy2

dy
=  găsim ln y = ln z + ln c1, de 

unde rezultă y = c1 z. 
 Amplificând prima fracţie cu x, a doua cu y, a treia cu z şi folosind 
proprietatea fundamentală a şirului de rapoarte egale rezultă 

xy2
dy

)zyx(x
zdzydyxdx

222 =
++

++  

Aceasta se mai scrie 

xy2
dy

)zyx(x2
)zyx(d

222

222
=

++

++  

şi de aici rezultă prin integrare 

2
222 clnyln)zyxln( +=++  sau 2

222
c

y
zyx

=
++ . 

Integralele prime independente astfel găsite 
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
++

=

2

222

1

c
y

zyx

c
z
y

 

unde c1, c2 sunt constante, descriu curba integrală căutată. 
 3.2.5. Să se integreze sistemul simetric de ecuaţii diferenţiale 

yx
dz

x2z
dy

zy2
dx

+
−=

−
=

+
 

 Soluţie: Scăzând primele două rapoarte se obţine relaţia 

yx
dz

x2y2
dydx

+
−=

+
− , de unde rezultă prima combinaţie integrabilă a 

sistemului, şi anume dx – dy + 2dz = 0. 
 În continuare, amplificând a doua fracţie cu y, pe a treia cu z şi 

adunându-le rezultă relaţia 
zy2

dx
)zy2(x

zdzydy
+

=
+
+

− , de unde se obţine a 

doua combinaţie integrabilă a sistemului xdx + ydy +  zdz = 0.  
Prin integrare, cele două combinaţii integrabile conduc la 

integralele prime ale sistemului  

⎩
⎨
⎧

=++
=+−

2
222

1

czyx
cz2yx

, unde c1, c2 sunt constante. 

 3.2.6. Rezolvaţi sistemul simetric de ecuaţii diferenţiale 

)yx(z
dz

yx
dy

xy
dx

2222 +
==  

 Soluţie: Din prima egalitate de rapoarte rezultă combinaţia 
integrabilă x dx – y dy = 0, cu integrala primă x2 – y2 = c1, c1 constant. În 
continuare, scriem sistemul dat sub o altă formă 

2222 yx
z

dz

x
y

dy

y
x

dx

+
==  

de unde, aplicând o proprietatea şirului de rapoarte, rezultă 
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2222 yx
z

dz

xy
y

dy
x

dx

+
=

+

+
. 

Prin urmare, se obţine combinaţia integrabilă 
z

dz
y

dy
x

dx
=+ cu integrala 

primă xy = c2 z, c2 constant. Deci, integrala generală a sistemului dat este 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=−

2

1
22

c
z
xy

cyx
  c1, c2 constante. 

 3.2.7. Să se rezolve sistemul simetric de ecuaţii diferenţiale 

aybx
dz

cxaz
dy

bzcy
dx

−
=

−
=

−
, a, b, c ∈ R 

 Soluţie: Înmulţind rapoartele cu, respectiv, x, y şi z  se obţine 

ayzbxz
zdz

cxyayz
ydy

bxzcxy
xdx

−
=

−
=

−
 

de unde rezultă combinaţia integrabilă x dx + y dy + z dz = 0, având 
integrala primă x2 + y2 + z2 = c1. În continuare, prin înmulţirea 
rapoartelor cu, respectiv, a, b şi c, se obţine şirul de rapoarte  

acybcx
cdz

bcxabz
bdy

abzacy
adx

−
=

−
=

−
. 

Atunci, combinaţia integrabilă adx + bdy + cdz = 0 conduce la integrala 
primă ax + by + cz = c2. Prin urmare, integrala generală a sistemului este 

⎩
⎨
⎧

=++
=++

2

1
222

cczbyax
czyx  c1, c2 constante. 

 3.2.8. Să se rezolve sistemul liniar omogen de ecuaţii diferenţiale 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

+=

z3y4
dx
dz

z2y
dx
dy
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Soluţie: Ecuaţia caracteristică este 

0
r34

2r1
=

−
−

 

şi dezvoltând obţinem 05r4r 2 =−− cu rădăcinile r1 = 5, r2 = -1. În 
continuare vom căuta soluţiile sub forma 

x5)1(
21

x5)1(
11 ez,ey αα ==  

x)2(
22

x)2(
12 ez,ey −− == αα  

Înlocuind în sistem obţinem 

024 )1(
2

)1(
1 =+− αα  

de unde rezultă pentru  necunoscută secundară şi atunci )1(
1α

)1(
1

)1(
2 2αα =

x5
11 ecy = ,  ,  x5

11 ec2z = R∈= )1(
11c α

 Analog, soluţiile y2 şi z2 conduc la  şi soluţia 
sistemului este 

022 )2(
2

)2(
1 =+ αα

xecy −= 22 , x
22 ecz −−= ,  R∈= )2(

12c α

Soluţia generală a sistemului este 

⎩
⎨
⎧

−=
+=

−

−

x
2

x5
1

x
2

x5
1

ecec2z
ececy  unde c1, c2 sunt constante. 

3.2.9. Să se rezolve sistemul liniar omogen de ecuaţii diferenţiale 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

−=

zy2
dx
dz

z5y
dx
dy

 

 Soluţie: Ecuaţia caracteristică  

0
r12

5r1
=

−−
−−

 

devine r2 + 9 = 0 cu soluţiile r1,2 = + 3i, deci 
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⎩
⎨
⎧

=
=

it3
21

it3
11

ez
ey

α
α  

Înlocuind în sistem obţinem (1-3i)α1 - 5α2  = 0, de unde obţinem, de 
exemplu, α1 = 5, α2 =1 – 3i, care verifică această relaţie. 
Prin urmare, soluţiile sistemului se pot scrie sub forma 

⎩
⎨
⎧

+−=−=
+==

)x3sinix3)(cosi31(e)i31(z
)x3sinix3(cos5e5y

ix3
1

ix3
1  

Separând partea reală şi partea imaginară obţinem soluţia generală 

⎩
⎨
⎧

−++=
+=

)x3cos3x3(sinc)x3sin3x3(coscz
x3sinc5x3cosc5y

21

21  

c1, c2 fiind constante. 
3.2.10. Să se rezolve sistemul liniar omogen de ecuaţii diferenţiale 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

−=

z3y
dx
dz

zy
dx
dy

 

 Soluţie: Deoarece ecuaţia caracteristică 

 0
r31

1r1
=

−
−−

 

este r2 – 4r + 4 = 0 cu rădăcina dublă r1 = r2 = 2, soluţia se va căuta sub 
forma: 

⎩
⎨
⎧

+=
+=

x2
22

x2
11

e)x(z
e)x(y

βα
βα  

Înlocuind în sistem găsim, identificând coeficienţii 

⎩
⎨
⎧

−−=
−=

112

12

βαα
ββ

 

şi notând α1 = c1 ∈ R, β1 = c2 ∈ R, rezultă soluţia generală: 

⎩
⎨
⎧

++−=
+=

x2
221

x2
21

e)xccc(z
e)xcc(y  unde c1, c2 sunt constante. 
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3.2.11. Să se rezolve sistemul liniar omogen de ecuaţii diferenţiale 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−=

+=

+=

zx
dt
dz

z4y2
dt
dy

yx2
dt
dx

 

Soluţie: Ecuaţia caracteristică este 

0
r101

4r20
01r2

=
−−

−
−

 sau r3 – 3r2 =0, 

care are rădăcinile r1,2 = 0 şi r3 = 3. Vom căuta prin urmare soluţii ale 
sistemului iniţial de forma 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

t0
33

1

t0
22

1

t0
11

1

e)bta()t(z
e)bta()t(y
e)bta()t(x

 respectiv . 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

t3
3

2

t3
2

2

t3
1

2

ed)t(z
ed)t(y
ed)t(x

După înlocuirea în sistemul dat şi perfectarea calculelor, se obţine 

⎩
⎨
⎧

=−−=+=
=−==

23212211

131211

cb,c2cb,ccb
ca,c2a,ca

 respectiv d1 = 4c3, d2 = 4c3, d3 = c3, 

unde c1, c2 şi c3 sunt constante. 
 Atunci, soluţiile sistemului iniţial sunt de forma 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=
+−−−=

+++=

t3
321

t3
3211

t3
3211

ecctc)t(z
ec4c2ctc2)t(y

ec4cctc)t(x
 c1, c2, c3 constante. 

3.2.12. Să se rezolve sistemul liniar omogen de ecuaţii diferenţiale 
de ordinul doi 
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

=

x2
dt

yd

y2
dt

xd

2

2
2

2

 

          Soluţie: Notăm derivatele de ordinul 1 ale funcţiilor x şi y în 

variabila t după cum urmează u
dt
dx

=  şi v
dt
dy

= .  

          În continuare vom rezolva următorul sistem liniar omogen de 
ecuaţii diferenţiale de ordinul 1 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=
=
=
=

x2'v
y2'u

v'y
u'x

. 

Ecuaţia caracteristică este  

0

r002
0r20
10r0
010r

=

−−
−

−
−

 sau r4 + 4 = 0 

şi are rădăcinile r1,2 = 1 + i, r3,4 = -1 + i. Se obţin prin urmare soluţii 
pentru cel de-al doilea sistem de forma 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+−=
+=

=
=

+

+

+

+

t)i1(
1

t)i1(
1

t)i1(
1

t)i1(
1

e)i1()t(v
e)i1()t(u

ie)t(y
e)t(x

 respectiv . 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+−=
−=
−=
=

−

−

−

−

t)i1(
2

t)i1(
2

t)i1(
2

t)i1(
2

e)i1()t(v
e)i1()t(u

ie)t(y
e)t(x

Atunci soluţiile sistemului iniţial vor fi date de  

⎩
⎨
⎧

+−+−=
+++=

−−

−−

tcosectsinectcosectsinec)t(y
tsinectcosectsinectcosec)t(x

t
4

t
3

t
2

t
1

t
4

t
3

t
2

t
1  

unde c1, c2, c3, c4 sunt constante. 
 3.2.13. Să se rezolve sistemul liniar neomogen de ecuaţii 
diferenţiale 
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⎩
⎨
⎧

+−=
+=

teyx'y
1y2'x

 

  
 
 Soluţie: Se rezolvă mai întâi sistemul liniar omogen ataşat 

⎩
⎨
⎧

−=
=

yx'y
y2'x

 

a cărui ecuaţie caracteristică  

0
1r1

2r
=

−−
−

 sau r2 + r – 2 = 0 

are rădăcinile r1 = 1 şi r2 = -2, ceea ce conduce la următoarele soluţii ale 
sistemului omogen 

⎩
⎨
⎧

−=
+=

−

−

t2
2

t
1

t2
2

t
1

ececy
ecec2x  unde c1, c2 sunt constante. 

         Pentru determinarea soluţiilor sistemului neomogen, aplicăm 
metoda variaţiei constantelor şi prin urmare vom căuta soluţii de forma 

⎩
⎨
⎧

−=
+=

−

−

t2
2

t
1

t2
2

t
1

e)t(ce)t(cy
e)t(ce)t(c2x . 

Acestea vor satisface următoarele două relaţii 

⎩
⎨
⎧

=−
=+

−

−

tt2'
2

t'
1

t2'
2

t'
1

ee)t(ce)t(c
1e)t(ce)t(c2  

de unde se obţine  

t'
1 e

3
1

3
1)t(c −+=  şi t3t2'

2 e
3
2e

3
1)t(c −=  

şi, în continuare 

1
t

1 ke
3
1t

3
1)t(c +−= −  şi 2

t3t2
2 ke

9
2e

6
1)t(c +−= , k1, k2 constante. 

 Atunci, soluţiile sistemului neomogen sunt date de 



                   Ecuaţii diferenţiale şi cu derivate parţiale prin exerciţii şi probleme 86 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+−+=

++−−=

−

−

.ekek
2
1e)

3
2t(

3
1)t(y

ekek2
2
1e)

3
1t(

3
2)t(x

t2
2

t
1

t

t2
2

t
1

t

 

  
 3.2.14. Să se construiască sistemul de ecuaţii diferenţiale care 
admite sistemul fundamental de soluţii 

t
1 e

t
2

X −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  şi  t2

2 e
2
0

X ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

 Soluţie: Se verifică dacă wronskianul celor două funcţii este nenul 
pe R 

0e4
e20

tee2]X,X[W t
t2

tt

21 ≠==
−−

 pe R, 

de unde rezultă că funcţiile formează un sistem fundamental de soluţii. 
 Sistemul de ecuaţii diferenţiale care admite funcţiile X1 şi X2 ca 
soluţii, sau mai exact soluţiile particulare x(t) = 2e-t şi y(t) = te-t + 2e2t, 
este dat de următoarele relaţii: 

(1)                     0
e2tey
0e2x
0e2'x

t2t

t

t

=
−

−

−

−

 sau, echivalent, 4x’et + 4xet = 0, 

de unde se obţine x’ = - x. 

(2)     0
e2tey
0e2x
e4e)1t('y

t2t

t

t2t

=
+−

−

−

−

 sau, echivalent, 4y’ - 2x - 8y + 6tx = 0, 

de unde rezultă y2x)
2
1t

2
3('y ++−= . 

 Prin urmare, sistemul de ecuaţii diferenţiale căutat este 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++−=

=

y2x)
2
1t

2
3('y

x'x
 

care are soluţiile generale de forma 
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⎩
⎨
⎧

+=
=
−

−

t2
2

t
1

t
1

ec2tec)t(y
ec2)t(x

 unde c1, c2 sunt constante. 

  
 
 

3.2.15. Fie următorul sistem de ecuaţii diferenţiale 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

+−=

−+−=

+−+−=

1z
dt
dz

2ez2y
dt
dy

10y7y6x2
dt
dx

t  

Să se arate că funcţiile  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
0
t3

X1 ,  şi t
2 e

0
1t

2
X

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+= t

3 e
1
1
1

X −

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=  

formează pe R un sistem fundamental de soluţii pentru sistemul dat şi să 
se scrie soluţia generală a sistemului.  
 Soluţie: Se verifică că wronskianul funcţiilor este nenul pe R, după 
cum urmează: 

3t4t3
eee
0e)1t(e2
10t3

]X,X,X[W 2

ttt

tt
321 ++=

−
+=

−−−
> 0, ∀ t ∈ R. 

Cum W[X1, X2, X3] ≠ 0 pe R, rezultă că funcţiile date reprezintă un sistem 
fundamental de soluţii pentru sistemul dat. 

Soluţia generală a sistemului iniţial este dată de  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

++=
−+=

−

−

−

t
31

t
3

t
2

t
3

t
21

ecc)t(z

ece)1t(c)t(y
ecec2tc3)t(x

  c1, c2 şi c3 constante. 

3.2.16. Să se integreze sistemul diferenţial neliniar sub formă 
simetrică 
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2
dz

1
dy

yxz1
dx

==
−−+

 

  
 
 

Soluţie: Obţinem următorul sistem echivalent 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
−−−
−−

=

1
dy

yxz
)yxz(d

2
dz

1
dy

 

de unde obţinem soluţia sistemului sub forma 

,cyxz2y,czy2 21 =−−+=− unde c1, c2 ∈ R. 

 3.2.17. Să se integreze sistemul de ecuaţii diferenţiale 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

y2
dx

zd

z2
dx
dy

3

3  

Soluţie: Prin derivarea de trei ori a primei relaţii din sistem, scrise 

sub forma 
dx
dy

2
1z = , se obţine 4

4

3

3

dx
yd

2
1

dx
zd
=  şi prin înlocuirea în a doua 

relaţie rezultă ecuaţia diferenţială de ordinul patru, liniară şi omogenă 
y(4) – 4y = 0, 

a cărei ecuaţie caracteristică r4 – 4 = 0 are rădăcinile r1,2 = 2±  şi       
r3,4 = 2i± . Atunci, se obţine soluţia generală 

x2sincx2coscecec)x(y 43
x2

2
x2

1 +++= − , c1, c2, c3 şi c4 fiind 
constante. 

Ţinând apoi cont de prima ecuaţie din sistem vom avea 

x2cosc
2
2x2sinc

2
2ec

2
2ec

2
2)x(y 43

x2
2

x2
1 +−−= − . 

3.2.18. Să se rezolve sistemul de ecuaţii diferenţiale 
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⎩
⎨
⎧

+=
+=

32 xy2'zx
1z'y

 

Soluţie: Derivând prima ecuaţie se obţine y” =  z’ şi înlocuind în 
cea de-a doua relaţie rezultă o ecuaţie de tip Euler 

x2 y’’ - 2y  = x3.  
Se rezolvă mai întâi ecuaţia omogenea ataşată x2 y’’ - 2y = 0, făcând 

schimbarea de variabilă x = es. Atunci 
ds
dy

x
1

dx
dy

=  , )
ds
dy

ds
yd(

x
1

dx
yd

2

2

22

2
−=  

şi astfel ecuaţia va deveni 

0y2
ds
dy

ds
yd
2

2
=−− , 

care este o ecuaţie liniară omogenă de ordinul 2, cu soluţia generală     
y(s) = c1 e-s + c2 e2s, de unde revenind la schimbarea de variabilă 

efectuată, y(x) = 2
2

1 xc
x
c

+ , c1, c2 constante. Pentru aflarea soluţiilor 

ecuaţiei neomogene, aplicăm metoda variaţiei constantelor, căutând 

soluţii de forma y(x) = 2
2

1 x)x(c
x

)x(c
+ . Sunt verificate relaţiile 

2

3
'
22

'
1

2'
2

'
1

x
x)x(xc2

x
1)x(c

0x)x(c
x
1)x(c

=+−

=+
 

de unde rezultă 
3
x)x(c

3
'
1 −=  şi 

3
1)x(c'

2 = , şi apoi prin integrare, se obţin 

funcţiile 1

4

1 k
12
x)x(c +−=  şi 22 k

3
x)x(c += , k1, k2 fiind constante. 

Prin urmare, 

2
2

1
3

xk
x
k

4
x)x(y ++=  

şi, ţinând cont că z(x) = y’ (x) + 1, se obţine 

1xk2
x
k

4
x3)x(z 22

1
2

++−= . 
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 3.2.19. Să se rezolve problema Cauchy 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−==
=

++−=

++=

−=

1)0(z)0(y
1)0(x

1zy
dt
dz

zyx2
dt
dy

zy
dt
dx

 

 Soluţie: Ecuaţia caracteristică a sistemului omogen ataşat este 

0
r110

1r12
11r

=
−−

−
−−

 sau, echivalent, r2 (r - 2) = 0, 

care are rădăcinile r1 = r2 = 0 şi r3 = 2. Atunci, soluţia sistecmului va fi 
de forma 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=
++=
++=

.edtdd)t(z
ebtbb)t(y
eataa)t(x

t2
321

t2
321

t2
321

 

După înlocuirea în sistemul omogen şi efectuarea calculelor rezultă 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−−−=
+−−=
++=

t2
3221

t2
321

t2
321

ectccc)t(z
ectcc)t(y

ectcc)t(x
 c1, c2 şi c3 constante. 

Având însă în vedere că sistemul iniţial este neomogen, aplicând metoda 
variaţiei constantelor, rezultă că funcţiile c1(t), c2(t) şi c3(t) satisfac 
relaţiile 
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1ectccc
0ectcc

0ectcc

t2'
3

'
2

'
2

'
1

t2'
3

'
2

'
1

t2'
3

'
2

'
1

=−−−−
=+−−
=++

 

obţinându-se , , . Apoi, prin integrare, rezultă tc'
1 = 1c'

2 −= 0c'
3 =

1

2

1 k
2
t)t(c += , , 22 kt)t(c +−= 33 k)t(c = , k1, k2, k3 fiind constante. 

 Prin urmare, soluţiile sistemului iniţial sunt de forma 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−−+−−=

+−−=

+++−=

.ekt)k1(kk
2
t)t(z

ektkk
2
t)t(y

ektkk
2
t)t(x

t2
3221

2

t2
321

2

t2
321

2

 

 Ţinând cont de condiţiile Cauchy iniţiale, se obţine k1 = 1, k2 = -2, 
k3 = 0. Atunci, soluţia sistemului se scrie 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−+=

−=

+−=

.1t
2
t)t(z

1
2
t)t(y

1
2
t)t(x

2

2

2

 

 3.2.20. Să se testeze stabilitatea soluţiei ecuaţiei 

0a,ya
dt
dy 2 ≠= , cu condiţia y(t0) = y0.  

 Soluţie: Soluţia  este instabilă deoarece este 

imposibil să alegem δ > 0 astfel încât din inegalitatea 

)tt(a
0

0
2

eyy −=

)(yy '
00 εδ<−  să 

rezulte 

ε<− −− )tt(a'
0

)tt(a
0

0
2

0
2

eyey  

pentru orice t ≥ t0. 
 3.2.21. Să se testeze stabilitatea soluţiei ecuaţiei diferenţiale 
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0a,ya
dt
dy 2 ≠−=  

definită de condiţiile iniţiale y(t0) = y0. 
 Soluţie: Soluţia 

)tt(a
0

0
2

eyy −−=  

este stabilă deoarece 

ε<−=− −−−−−− '
00

)tt(a)tt(a'
0

)tt(a
0 yyeeyey 0

2
0

2
0

2
 

pentru t > t0 dacă 0
2ta'

00 eyy −<− ε , deci . 0
2tae)( −= εεδ

 3.2.22. Să se studieze stabilitatea soluţiei nule a sistemului 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

−−=

3

3

yx
dt
dy

xy
dt
dx

 

 Soluţie: Funcţia v(x, y) = x2 + y2 satisface condiţiile 

 (1) v(x, y) ≥ 0, v(0,0) = 0; 

(2) 0)yx(2)yx(y2)xy(x2
dt
dv 4433 ≤+−=−+−−= . 

În afara unei vecinătăţi a originii 

0
dt
dv

<−≤ β  

Prin urmare soluţia 0y,0x ≡≡  este asimptotic stabilă. 

 3.2.23. Studiaţi stabilitatea soluţiei nule a sistemului 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−=

4

4

yx
dt
dy

xy
dt
dx

 

 Soluţie: Funcţia v(x, y) = x4 + y4 satisface 

 (1) v(x, y) = x4 + y4 ≥ 0, v(0,0) = 0; 
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 (2) 0yx4yx4
dt
dv 4444 ≡+−= ; 

Prin urmare soluţia nulă 0y,0x ≡≡  este stabilă. 

  
 
 
 
3.2.24. Testaţi stabilitatea soluţiei nule a sistemului 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

+=

53

53

yx
dt
dy

xy
dt
dx

 

 Soluţie: Funcţia v(x, y) = x4 – y4 satisface condiţiile lui Chetayev 

 (1) v > 0 pentru |x| > |y|; 

 (2) 0)yx(4)yx(y4)xy(x4
dt
dv 88533533 >−=+−+=  pentru  |x| 

> |y|; 

şi pentru v ≥ α > 0, 0
dt
dv

>≥ β . Deci soluţia 0y,0x ≡≡  nu este stabilă. 

 3.2.25. Să se afle pentru ce valori ale lui a∈ R soluţia x = y = z = 0 
a sistemului 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−+=

−+++=

++=

zyx
dt
dz

1ycosayx)a2(
dt
dy

zyax
dt
dx 2

 

este asimptotic stabilă. 
 Soluţie: Scriem sistemul sub forma liniarizată 
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⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−+=

++=

+=

zyx
dt
dz

ayx)a2(
dt
dy

yax
dt
dx

 

de unde rezultă că ecuaţia caracteristică poate fi scrisă astfel 

0
r111

0raa2
01ra

=
−−

−+
−

. 

Se obţine de aici r = -1 sau r2 –2ar + a2 – a – 2 = 0, ecuaţie care 
are ambele soluţii negative dacă a∈ (-∞, -1). 

 
 3.3. Probleme propuse 
Să se rezolve următoarele sisteme de ecuaţii diferenţiale: 
3.3.1. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

yx'z
xz'y
zy'x

 

Răspuns:  

,ece)tcc()t(z

;ecec)t(y;tececec)t(x
t2

2
t

13

t2
2

t
3

t
3

t2
2

t
1

+−=

+−=++=
−

−−−

 c1, c2, c3 constante. 

3.3.2. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−−
=+−
=+−

0z'y'x
0y'x'z
0x'z'y

 

Răspuns:  

3
ctcosc)ct(

3
1sinc

3
1)t(y

),ct(
3

1sinc
3

2)t(x

2
121

21

−
+−−=

−=
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3
ct

cosc
3
ct

sinc
3

1)t(z 2
1

2
1

−
−

−
−= , c1, c2 constante. 

3.3.3. 

⎩
⎨
⎧

−==
+−=
+−=

1)0(y,1)0(x
tcosx4y3'y

tsinyx3'x
 

 
 
 
 
Răspuns: 

)tcos21t(sin
26
1e

52
75e

4
5)t(y

),tcos9tsin6(
26
1e

104
75e

8
5)t(x

t5t

t5t

+−−=

+−+=
c1, c2 constante. 

3.3.4. 

⎩
⎨
⎧

=++
=++

tey5x2'y
ty3x4'x

 

Răspuns: 

tt2
2

t7
1

tt2
2

t7
1

e
24
5t

7
1

98
9ec

3
2ec)t(y

,
196
31e

8
1t

14
5ecec)t(x

+−+−=

−−++=

−−

−−

 c1, c2 constante. 

3.3.5.                                  
x

dz
xy
dy

z
dx

==  

Răspuns:                      

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=−

2z

1
22

c
e
y

czx
  c1, c2 constante.  

3.3.6.                         
y

dz
z

dy
yz

dx
22 −==

−
 

Răspuns: 
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⎩
⎨
⎧

=−
=+

2

1
22

cyzx
czy   c1, c2 constante. 

3.3.7.                           
yx

dz
xz

dy
zy

dx
−

=
−

=
−

 

Răspuns: 

⎩
⎨
⎧

=++
=++

2

1
222

czyx
czyx  c1, c2 constante. 

3.3.8.                       22 yxz
dz

y
dy

x
dx

−−
==  

Răspuns: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
++

=

2

22

1

c
x

zyx

c
y
x

 c1, c2 constante. 

3.3.9.                      
1zxy

dz
yz
dy

xz
dx

2 +
==  

Răspuns:  

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=−−

=

2
2

1

c1zxy

c
y
x

 c1, c2 constante. 

3.3.10. 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

++−=

−−=

−−=

z2yx
dt
dz

z3y2x3
dt
dy

zyx2
dt
dx

 

Răspuns: 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+−=
++−=

t
31

t
21

t
321

ecc)t(z
ecc3)t(y

e)tcc(c)t(x
 c1, c2, c3 constante. 

3.3.11. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

−=

z3y
dx
dz

zy
dx
dy

 

 
 
Răspuns: 

⎩
⎨
⎧

++−=
+=

x2
211

x2
21

e)ccxc()x(z
e)cxc()x(y  c1, c2 constante. 

3.3.12. 
 

 
⎩
⎨
⎧

−+=
+=

t3'

t3'

e2y3xy
ex3x

Răspuns: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

=

t3
2

t3

e)t2
2
t()t(y

te)t(x
 

3.3.13. Să se construiască sistemul de ecuaţii diferenţiale care admite 
sistemul fundamental de soluţii 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
2

X1  şi  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

=
1t2

1tX 2

2

2

Răspuns: W[X1, X2] = 3(t2 + 1) ≠  0 pe R şi sistemul este 

⎩
⎨
⎧

+−−=+
+−−=+

)t(ty8)t(x)1t(t4)t('y)1t(3
)t(ty4)t(x)1t(t2)t('x)1t(3

22

22
. 

3.3.14. Să se determine sistemul de ecuaţii diferenţiale care admite 
sistemul fundamental de soluţii 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
=

tsin
2tcos

X1  şi  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
2tcos

tsin
X 2

Răspuns: W[X1, X2] = - 3 ≠ 0 pe R şi sistemul este 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−−=

+−=

)]t(tysin2)t(x)1tcos2[(
3
1)t('y

)]t(tycos2)t(tx[sin
3
2)t('x

. 

 
 
 
3.3.15. Fie următorul sistem de ecuaţii diferenţiale 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

yx'z
zx'y
zy'x

 

Să se arate că funcţiile  

t2
1 e

1
1
1

X
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
= ,  şi . t

2 e
0
1

1
X −

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−= t

3 e
1

0
1

X −

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

formează pe R un sistem fundamental de soluţii pentru sistemul dat şi să 
se scrie soluţia generală a sistemului.  

Răspuns: W[X1, X2] = -1 ≠  0 pe R şi soluţia generală a sistemul este de 
forma 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

−=
++=

−

−

−−

t
3

t2
1

t
2

t2
1

t
3

t
2

t2
1

ecec)t(z

ecec)t(y
ececec)t(x

  c1, c2 şi c3 constante. 

3.3.16.  

⎩
⎨
⎧

+=
=

z3y'z
y3'y

 

Răspuns:  
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⎩
⎨
⎧

+=
=

x3
21

x3
1

e)cxc(z
ecy  c1, c2 constante. 

3.3.17.  

⎩
⎨
⎧

++−=
+−=

1z2y'z
xzy2'y

 

Răspuns: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−−=

−−+=

9
10x

3
1ececz

9
8x

3
2ececy

x3
2

x
1

x3
2

x
1

  c1, c2 constante. 

 
3.3.18.  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−=

−=

te15yx2
dt
dy

y2x3
dt
dx

t
 

Răspuns:  

⎩
⎨
⎧

+−−−=
−−+=

t2
21

t2
21

e]tt10tt8)1t2(ctc2[)t(y
e]tt8tc2)1t2(c[)t(x  c1, c2 constante. 

3.3.19. 

⎩
⎨
⎧

+−=
+−=

1yz
xlnxz2'yx 22

 

Răspuns:  

)
3
1xln

2
1(xln

3
xxc

x
c)x(z

1)1x(ln
9
xxln

3
xxc2

x
c)x(y

2
2

2
1

2
22

1

−−+=

+−++−=
 c1, c2 constante. 

3.3.20.  
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

x9
dt

yd

y3
dt
dx

2

2  

Răspuns: 

)t
2

33sin
2

c3ct
2

33cos
2

3cc(eec)t(y

)t
2

33sinct
2

33cosc(eec)t(x

3232t
2
3

t3
1

32
t

2
3

t3
1

−
−

+
+=

++=

−

−

 

unde c1, c2 şi c3 sunt constante. 
 
 
 
 
3.3.21. Să se rezolve problema Cauchy 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

===

−=

++−=

−−=

1)0(z)0(y)0(x

zx
dt
dz

zyx
dt
dy

zy2x
dt
dx

 

Răspuns:  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

+−−=

+=

+−=

−

−

2e
3
2e

3
1)t(z

e
3
1e

3
2)t(y

2e)t(x

tt2

tt2

t2

 

3.3.22. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

=−+

y2"y'x3

y4x
3

10'x
3
5"x  
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Răspuns:  

⎩
⎨
⎧

−=
+=

−

−

t
2

t2
1

t
2

t2
1

ecec)t(y
ecec)t(x  c1, c2 constante. 

3.3.23. 

⎩
⎨
⎧

−=−−
=++

xz3y"z
ez4y2"y x

 

Răspuns: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−−−−−=

−++++=
−

−

xe
2
1xsin

4
cxcos

4
cecec)x(z

x2exsincxcoscecec)x(y
x432x

2
2x

1

x
43

2x
2

2x
1

 

c1, c2, c3, c4 constante. 
 
Testaţi stabilitatea soluţiei nule a următoarelor sisteme de ecuaţii 

diferenţiale 
3.3.24. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=

++=
−

−

y2ex3'y

)1yln(e2'x
12y

2x
 

Răspuns: Soluţia banală este asimptotic stabilă. 
3.3.25. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=

−++=
−+=

z4exsin'z

zy2sin)2xln('y
zy2x'x

2y

22

2

 

Răspuns: Soluţia banală nu este stabilă. 
3.3.26. Să se determine valorile parametrilor reali a şi b astfel încât 
soluţia nulă a următorului sistem de ecuaţii diferenţiale să fie asimptotic 
stabilă 

⎩
⎨
⎧

−+=
+−−=

2

y2

y3bxy2ax'y
yx3beax'x  

Răspuns: Condiţia care se impune asupra parametrilor reali este  
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a(b – 1) > 0. 
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Capitolul 4. ECUAŢII CU DERIVATE PARŢIALE DE 
ORDINUL 1 

 
 4.1. Consideraţii teoretice 

Problema determinării unei funcţii z cu n variabile, admiţând 
derivate parţiale în raport cu fiecare variabilă şi satisfăcând condiţia: 

0)
x
z,...,

x
z,

x
z,z,x,...,x,x(F

n21
n21 =

∂
∂

∂
∂

∂
∂  

unde F: D→ R şi D⊂ R2n+1 este domeniu, se numeşte ecuaţie cu derivate 
parţiale de ordinul 1. 
  

4.1.1. Ecuaţii cu derivate parţiale de ordinul 1 liniare şi 
omogene 

O ecuaţie cu derivate parţiale de ordinul 1 liniară şi omogenă este 
de forma 

0
x
z)x,...,x,x(X...

x
z)x,...,x,x(X

x
z)x,...,x,x(X

n
n21n

2
n212

1
n211 =

∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

unde coeficienţii Xi sunt funcţii care nu depind de funcţia necunoscută z, 
i=1, 2, ..., n şi admit derivate parţiale continue pe un domeniu D ⊂ Rn.  

Direcţiile definite de 

n,...,2,1i,0mX,
X
dx...

X
dx

X
dx

i
n

n

2

2

1

1 =>≥===  

câte una în fiecare punct M(x1, x2, ..., xn)∈ D, se numesc direcţii 
caracteristice şi sunt independente de existenţa suprafeţei integrale. 

Dacă vreuna dintre componentele Xi este nulă atunci şi dxi = 0 şi 
raportul corespunzător lor nu va figura în şirul de rapoarte. 
 Relaţiile anterioare se mai scriu şi sub forma  



4. Ecuaţii cu derivate parţiale de ordinul 1 103

.n,...,3,2k,
)x,...,x,x(X
)x,...,x,x(X

dx
dx

n211

n21k

1

k ==  

şi se numesc ecuaţiile diferenţiale ale caracteristicelor. Curbele integrale 
ale acestor ecuaţii diferenţiale se numesc curbe caracteristice. Se poate 
demonstra că prin fiecare punct din D trece o caracteristică şi numai una. 
O familie uniparametrică de astfel de caracteristici formează o suprafaţă 
integrală. 
 Găsim n - 1 integrale prime ale ecuaţiei care sunt independente 

1nn211n

2n212

1n211

c)x,...,x,x(
...

c)x,...,x,x(
c)x,...,x,x(

−− =

=
=

Ψ

Ψ
Ψ

 

c1, c2, ...,cn-1 fiind constante. 
Evident, Φ(Ψ1,Ψ2,...,Ψn-1) = c, unde Φ este o funcţie arbitrară şi c 

constant, este o integrală primă a sistemului deoarece fiecare dintre 
funcţiile Ψ1, Ψ2,..., Ψn-1 devin constante de-a lungul unei curbe integrale 
ale acestui sistem, deci la fel şi Φ(Ψ1,Ψ2,...,Ψn-1). Prin urmare                   
z = Φ(Ψ1,Ψ2,...,Ψn-1), unde Φ este o funcţie diferenţiabilă arbitrară, este o 
soluţie a ecuaţiei omogene date. Aceasta înseamnă că pentru integrarea 
ecuaţiei se caută n - 1 integrale prime. 
  

4.1.2. Ecuaţii cu derivate parţiale de ordinul 1 cvasiliniare 
O ecuaţie cu derivate parţiale de ordinul 1 cvasiliniară (sau liniară 

neomogenă) este de forma : 

∑
=

=
∂
∂n

1i
n21

i
n21i )z,x,...,x,x(Z

x
z)z,x,...x,x(X  

unde Z şi Xi , i=1, 2, ..., n sunt funcţii continuu diferenţiabile care nu se 
anulează simultan. 

Căutăm soluţia z a ecuaţiei date sub forma implicită  
U(x1, x2,..., xn, z) = 0, 

unde                                                  0
z
U

≠
∂
∂ . 
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 Ecuaţia cvasiliniară se integrează reducând-o la o ecuaţie liniară şi 
omogenă. Se obţine 

∑
=

=
∂
∂

+
∂
∂n

1i
n21

i
n21i 0

z
U)z,x,...,x,x(Z

x
U)z,x,...x,x(X  

 Se găsesc n integrale prime independente 

nn21n

2n212

1n211

c)z,x,...,x,x(
...

c)z,x,...,x,x(
c)z,x,...,x,x(

=

=
=

Ψ

Ψ
Ψ

 

c1, c2, ...,cn fiind constante. 
Soluţia generală a ecuaţiei este de forma  

U = Φ(Ψ1,Ψ2,...,Ψn) 

unde Φ este o funcţie arbitrară diferenţiabilă. 
 Soluţia z a ecuaţiei date se determină din relaţia 

U(x1, x2, ..., xn, z) = 0 
sau, altfel scris,  

Φ(Ψ1(x1, x2, ..., xn, z),Ψ2(x1, x2, ..., xn, z),...,Ψn(x1, x2, ..., xn, z)) = 0. 
 

4.2. Probleme rezolvate 
 4.2.1. Să se integreze ecuaţia 

∑
=

=
∂
∂n

1i i
i 0

x
zx  

 Soluţie: Sistemul de ecuaţii care defineşte caracteristicile este  

n

n

2

2

1

1

x
dx

...
x

dx
x

dx
===  

Integralele prime independente sunt 

1n
n

1n
2

n

2
1

n

1 c
x

x
,...,c

x
x

,c
x
x

−
− === , c1, c2, ..., cn-1 constante. 

Soluţia generală a ecuaţiei este deci  
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).
x

x
,...,

x
x

,
x
x

(z
n

1n

n

2

n

1 −=Φ  

4.2.2. Să se găsească suprafaţa integrală a ecuaţiei 

,0
z
fy

y
fz

x
f1x2 =

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+  

care trece prin curba 

⎩
⎨
⎧

=
=

x2z
xy

 

 Soluţie: Ecuaţiile diferenţiale ale caracteristicelor sunt 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
=

+
=

1x

y
dx
dz

1x

z
dx
dy

2

2
 

de unde rezultă  

.
z
y

dy
dz

=  

Integrând această ecuaţie cu variabile separabile se deduce z2 = y2 + k, k 
constant şi înlocuind în prima ecuaţie diferenţială a caracteristicelor 
rezultă ecuaţia cu variabile separabile 

.
1x

ky
dx
dy

2

2

+

+
=  

Prin integrarea acesteia obţinem )1xx(ckyy 22 ++=++ , unde       
c constant, de unde se deduce şi egalitatea 

)1xx(
c
kkyy 22 +−=+−  

Din acestea două avem 

)1xx(
c2

k)1xx(c
2
1y 22 +−+++=  

deci 
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).1xx(
c2

k)1xx(c
2
1y)1xx(ckyz 2222 +−−++=−++=+=

Acestea sunt ecuaţiile caracteristicelor. Ţinând cont că se cer acele 
caracteristice care conţin curba dată obţinem 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−−++=

+−+++=

)1xx(
c2

k)1xx(c
2
1y2

)1xx(
c2

k)1xx(c
2
1y

2
00

2
00

2
00

2
00

 

de unde 

02
00

0 x3k,
1xx

x3
c =

+
=  

şi deci ele sunt 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

+−
++

−++
++

=

+−
++

+++
++

=

)1xx(
2

)1xx(x
)1xx(

)1xx(2

x3
z

)1xx(
2

)1xx(x
)1xx(

)1xx(2

x3
y

2
2
0002

2
00

0

2
2
0002

2
00

0

 

 Suprafaţa integrală se obţine eliminând x0 între aceste ecuaţii şi are 
ecuaţia 

)1xx(
3yxyz

yz3
zy 2

2222

22
++

+++−

−
=+ . 

 4.2.3. Să se rezolve ecuaţia 

∑
=

=
∂
∂n

1k k
k 0

x
ua  

 Soluţie: Sistemul caracteristic al ecuaţiei cu derivate parţiale este 

n

n

2

2

1

1
a
dx...

a
dx

a
dx

===  
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şi admite combinaţiile integrabile n,2k,0
a
dx

a
dx

k

k

1

1 ==− , cu integralele 

prime n,2k,c
a
x

a
x

k
k

k

1

1 ==− , echivalente cu ak x1 – a1 xk = Ck, n,2k = , Ck 

constante. 
 Prin urmare, soluţia generală a ecuaţiei este dată de 

)xaxa,...,xaxa,xaxa(u n11n31132112 −−−=Φ . 

 4.2.4. Rezolvaţi ecuaţia 

0
z
u)zyxz(

y
uy

x
ux 222 =

∂
∂

++−+
∂
∂

+
∂
∂  

 Soluţia: Sistemul caracteristic este 

222 zyxz

dz
y

dy
x

dx

++−
== . 

Combinaţia integrabilă 
y

dy
x

dx
= conduce la integrala primă de forma  

1c
y
x
= , c1 constant. 

În continuare se consideră sistemul echivalent cu cel anterior 

)yx(
dz)zyxz(

yx
ydyxdx

22

222

22 +−

+++
=

−−
−− , 

de unde dzzyxzdzydxdx 222 ++−=++  şi de aici rezultă combinaţia 
integrabilă  

0dz
zyx

zdzydyxdx
222

=+
++

++  

având integrala primă 2
222 czzyx =+++ , c2 constant. 

 Soluţia generală a ecuaţiei iniţiale va fi 

).zzyx,
y
x(u 222 +++=Φ  
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4.2.5. Să se rezolve ecuaţia 

0
z
uz2

y
u)zy(

x
u)zx( =

∂
∂

+
∂
∂

−+
∂
∂

−  

 Soluţie: Sistemul caracteristicilor este 

.
z2

dz
zy

dy
zx

dx
=

−
=

−
 

 Având în vedere primul şi ultimul raport se obţine 
z2

dz
zx
dzdx

=
+
+ , 

care conduce la combinaţia integrabilă 
z

dz
2
1

zx
)zx(d
=

+
+  şi la integrala 

primă 1

2
c

z
)zx(

=
+ , c1 constant.  

 Analog, din ultimele două rapoarte rezultă combinaţia integrabilă 

z
dz

2
1

zy
)zy(d
=

+
+  cu integrala primă 2

2
c

z
)zy(

=
+ , c2 constant. 

 Soluţia generală va fi dată prin urmare de  

).
z

)zy(,
z

)zx((u
22 ++

=Φ  

 4.2.6. Să se integreze ecuaţia 

0
x
u)xx(

x
u)xx)(1xx(

x
u)xx(

x
u)xx(

4
43

3
4321

2
21

1
21 =

∂
∂

−+
∂
∂

−+−+
∂
∂

−+
∂
∂

−

 Soluţie: Sistemul caracteristic de ecuaţii diferenţiale 

43

4

4321

3

21

2

21

1
xx

dx
)xx)(1xx(

dx
xx

dx
xx

dx
−

=
−+−

=
−

=
−

 

conduce, ţinând cont de primele două rapoarte, la integrala primă de 
forma x1 – x2 = c1 , c1 constant, şi, scăzând ultimele două rapoarte, la  
egalitatea  

21

2

4321

43

xx
dx

)xx)(xx(
dxdx

−
=

−−
−  
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de unde rezultă combinaţia integrabilă 2
43

43 dx
xx

)xx(d
=

−
−  cu integrala 

primă (x3 – x4)  = c2xe− 2, c2 constant. Ţinând cont de sistemul 
caracteristic, rezultă şi următoarea combinaţie integrabilă 

)xx)(1xx(
dx

)xx)(1xx(
dx)1xx()1xx(dx

4321

2

4321

421214

−+−
=

−+−
+−++−

, 

care conduce la integrala primă (x1 – x2 + 1)x4 – x3 = c3, c3 constant. 
Atunci, soluţia generală a ecuaţiei iniţiale va fi dată de  

).xx)1xx(,e)xx(,xx(u 3421
x

4321
2 −+−−−= −Φ  

 4.2.7. Să se rezolve ecuaţia 

0
z
u)yx(

y
u)xz(

x
u)zy( mnnppm =

∂
∂

−+
∂
∂

−+
∂
∂

− , m, n, p∈R-{-1} 

 Soluţie: Scriem sistemul simetric al caracteristicilor 

.
yx

dz
xz

dy
zy

dx
mnnppm −

=
−

=
−

 

Ţinând cont, pe rând, de proprietăţile unui şir de rapoarte egale se obţin 
combinaţiile integrabile dx + dy + dz = 0 şi xn dx + ym dy + zp dz = 0, 
care conduc, respectiv, la integralele prime x + y + z = c1 şi 

2

1p1m1n
c

1p
z

1m
y

1n
x

=
+

+
+

+
+

+++
, unde c1 şi c2 sunt constante.  

 Soluţia generală a ecuaţiei iniţiale va fi dată deci de 

)
1p

z
1m

y
1n

x,zyx(u
1p1m1n

+
+

+
+

+
++=

+++
Φ . 

 4.2.8. Să se rezolve problema Cauchy corespunzătoare următoarei 
ecuaţii cu derivate parţiale 

).zy(y2)z,y,0(f,0
z
fy

y
fz

x
f)yz( 2 −==

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−  

 Soluţie: Sistemul caracteristic de ecuaţii diferenţiale 

y
dz

z
dy

)xz(
dx

2 ==
−
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este echivalent cu următoarele relaţii ydy = zdz şi (z – y)d(y – z) = dx. 
Prin integrare se obţine y2 –z2 = c1 şi (y – z)2 + 2x = c2. 
 Atunci, soluţia generală a ecuaţiei este dată de 

f(x, y, z) = F(y2 – z2, (y – z)2 + 2x). 
4.2.9. Să se integreze ecuaţia cu derivate parţiale 

0
y
u)uy(y

x
u)ux(u =

∂
∂

+−
∂
∂

+  

ştiind că pentru x = 1 se reduce la yu = . 

 Soluţie: Sistemul caracteristic 

)uy(y
dy

)ux(u
dx

+−
=

+
 

mai poate fi scris sub următoarea formă 

dy
y
1dy

uy
1dx

ux
1

−
+

=
+

, 

de unde, prin integrare, rezultă  

Cln
y

uyln)uxln( +
+

=+  sau, echivalent, C
uy

)ux(y
=

+
+ , C constant. 

Ţinând cont de condiţiile iniţiale, pentru x = 1 şi y = u2 se obţine 
relaţia (1 + u)u2 = C(u + u2) care conduce la u = C, C constant. Atunci, 
din egalitatea y(x + u) = u(y + u), se obţine integrala ecuaţiei date 

u2 = xy. 
 4.2.10. Să se determine integrala generală a ecuaţiei 

0
z
uz

y
uy

x
ux =

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂  

şi apoi soluţia particulară, care, pentru z = 1, verifică relaţia u = x – y. 
 Soluţie: Prin integrarea ecuaţiilor diferenţiale ale caracteristicilor 
care formează următorul sistem simetric 

z
dz

y
dy

x
dx

==  

se obţin integralele prime 1czx =−  şi 2czy =− , c1, c2 constante. 
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Prin urmare, integrala generală a ecuaţiei iniţiale va fi dată de 

)zy,zx(u −−=Φ . 

În cazul în care z = 1, se obţine x = (c1 +1)2 şi y = (c2 +1)2. Cum 
însă u = x – y, va rezulta soluţia particulară a ecuaţiei date, şi anume 

22 )1zy()1zx(u +−−+−= . 

 4.2.11. Să se rezolve ecuaţia 

22 yxz
y
zy

x
zx +=

∂
∂

+
∂
∂  

 Soluţie: Sistemul caracteristic este 

22 yxz

dz
y

dy
x

dx

+
== , 

deci din egalitatea primelor două rapoarte rezultă integrala primă 1c
y
x
= , 

c1 constant. În continuare, amplificând primul raport cu x şi pe al doilea 
cu y şi adunând numărătorii, respectiv numitorii, rezultă 

)yx(z
dzyx

yx
ydyxdx

22

22

22 +

+
=

+
+  sau 

z
dz

yx

ydyxdx
22
=

+

+ , 

care conduce la integrala primă 2
22 czlnyx +=+ , c2 constant. 

 Atunci, integrala generală a ecuaţiei date este dată de 

0)zlnyx,
y
x( 22 =−+Φ . 

 4.2.12. Să se integreze ecuaţia 

zyx
z
u)yxu(

y
u)xuz(

x
u)uzy( ++=

∂
∂

+++
∂
∂

+++
∂
∂

++  

 Soluţie: Sistemul caracteristic de ecuaţii diferenţiale este 

zyx
du

yxu
dz

xuz
dy

uzy
dx

++
=

++
=

++
=

++
. 

Având în vedere primele două şi ultimele rapoarte, prin scăderea 
numărătorilor şi numitorilor, rezultă combinaţia integrabilă 
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uz
)uz(d

yx
)yx(d

−
−

=
−
−  şi în continuare integrala primă 1c

uz
yx
=

−
− , c1 fiind 

constant. 
 Analog, combinând tot câte două rapoartele din sistemul 
caracteristicilor, se obţin încă două combinaţii integrabile, cu integralele 
prime corespunzătoare 

uy
)uy(d

zx
)zx(d

−
−

=
−
− , de unde 2c

uy
zx
=

−
− , c2 constant. 

zy
)zy(d

ux
)ux(d

−
−

=
−
− , de unde 3c

zy
ux
=

−
− , c3 constant. 

 Integrala generală a ecuaţiei iniţiale va fi dată de  

.0)
zy
ux,

uy
zx,

uz
yx( =

−
−

−
−

−
−Φ  

 4.2.13. Să se rezolve ecuaţia 

)x1(x
y
zy

x
zxy 22 +−=

∂
∂

−
∂
∂  

 Soluţie: Având în vedere sistemul caracteristicilor 

)x1(x
dz

y
dy

xy
dx

22 +
−=−= , 

din prima egalitate de rapoarte se obţine combinaţia integrabilă 

y
dy

x
dx

−= , cu integrala primă xy = c1, c1 constant. 

 Privind primul şi ultimul raport şi ţinând cont de rezultatul anterior, 

avem egalitatea 
)x1(x

dz
c
dx

2
1 +

−=  , echivalentă cu combinaţia integrabilă 

(x + x3)dx = -c1 dz, care conduce la integrala primă 21

42
czc

4
x

2
x

=++ , c2 

constant. Prin urmare, soluţia generală a ecuaţiei iniţiale va fi dată de  

.0)xyz
4
x

2
x,xy(

42
=++Φ  
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4.2.14. Să se integreze ecuaţia 

∑
=

=
∂
∂n

1i i
i pz

x
zx  

unde p este o constantă. 
 Soluţie: Sistemul caracteristic de ecuaţii diferenţiale 

pz
dz

x
dx

...
x

dx
x

dx

n

n

2

2

1

1 ====  

are următoarele integrale independente 

np
n

1n
n

1n
2

n

2
1

n

1 c
x
z,c

x
x

,...,c
x
x

,c
x
x

==== −
− , c1, c2, ..., cn-1, cn constante. 

prin urmare soluţia z a ecuaţiei iniţiale se determină din 

0)
x
z,

x
x

,...,
x
x

,
x
x

( p
nn

1n

n

2

n

1 =−Φ  

de unde rezultă 

).
x

x
,...,

x
x

,
x
x

(xz
n

1n

n

2

n

1p
n

−= Ψ  

 4.2.15. Să se afle suprafaţa integrală a ecuaţiei 

1
y
zy

x
zx 22 =

∂
∂

+
∂
∂  

care satisface ecuaţia 

2y
1z =   pentru x = 1 

 Soluţie: Ecuaţiile diferenţiale ale caracteristicelor sunt 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

2

2
2

x
y

dx
dy

x
1

dx
dz
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Din acestea rezultă ecuaţiile caracteristicelor 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+−=

2

1

c
x
1

y
1

c
x
1z

 c1, c2 constante. 

Caracteristicele care satisfac condiţia dată îndeplinesc  2c2cc 2
2
21 ++=

şi deci ele sunt de forma 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+++−=

2

2
2
2

c
x
1

y
1

2c2c
x
1z

 

Suprafaţa integrală se obţine eliminând c2 între aceste două ecuaţii şi va fi 

2)1
x
1

y
1(1

x
1z +−++−=  

deci 

.2
y
2

x
3

x
1

xy
2

y
1z 22 ++−+−=  

 4.2.16. Determinaţi suprafeţele integrale ale ecuaţiei cu derivate 
parţiale 

xy
y
zyz

x
zxz −=

∂
∂

+
∂
∂  

care trec prin curbele de ecuaţii y = x2 şi z = x3. 
 Soluţie: Sistemul caracteristicilor se scrie 

.
xy
dz

yz
dy

xz
dx

−==  

Din combinaţia integrabilă 
y

dy
x

dx
=  rezultă integrala primă 1c

y
x
= , c1 

constant şi, în continuare, ştiind că integrala generală trece prin curba de 

ecuaţie y = x2, rezultă că 1c
x
1
= . 

 Amplificând primul raport cu y, pe al doilea cu x şi ţinând cont de o 
proprietate a unui şir de rapoarte egale obţinem 
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xy
dz

xyz2
xdyydx

−=
+  sau d(xy) = -2zdz, 

de unde, prin integrare, rezultă a doua integrală primă xy + z2 = c2, c2 
constant.  
 Prin urmare s-au obţinut următoarele ecuaţii ale caracteristicilor, 
având în vedere şi ecuaţiile curbelor prin care trece integrala generală a 
ecuaţiei iniţiale 

1c
1x = , xy + z2 = c2, 2

1c
1y =  , 3

1c
1z = , c1, c2 constante. 

 Se urmăreşte eliminarea constantelor între ecuaţiile anterioare şi, 
prin urmare, se obţine următoarea relaţie între c1 şi c2 

26
1

3
1

c
c
1

c
1

=+ , 

de unde, în continuare, se obţin suprafeţele integrale ale ecuaţiei iniţiale, 
în condiţiile date 

.zxy)
x
y()

x
y( 263 +=+  

4.2.17. Să se integreze ecuaţia 

zshx
y
zyshx2

x
zchx2 =

∂
∂

+
∂
∂  

şi să se afle suprafaţa integrală care conţine dreapta de ecuaţie x = y = z. 
 Soluţie: Scriem sistemul caracteristicilor ecuaţiei cu derivate 
parţiale 

zshx
dz

yshx2
dy

chx2
dx

== , 

de unde se obţin două combinaţii integrabile 

dy
y
1dx

chx
shx

=  şi dz
z
12dy

y
1

= , 

având integralele prime 
y = c1 chx, respectiv z2 = c2 y, c1, c2 constante. 
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Integrala generală a ecuaţiei iniţiale este prin urmare 

0)
y

z,
chx

y(
2

=Φ  sau )
chx

y(yz2 Ψ= . 

 Pentru determinarea suprafeţei particulare ce trece prin dreapta dată 
de x = y = z, considerând integralele prime determinate anterior, se obţine  
x2 = c2 x, de unde x = c2. Între constantele c1 şi c2 vom avea deci relaţia  
c2

 = c1 chx, obţinându-se de aici suprafaţa de ecuaţie 

y
zch

chx
yz

22
2 = . 

 4.2.18. Rezolvaţi ecuaţia 

0)u
y
uy

x
ux(y2

x
u)yx(x 222 =−

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+  

şi determinaţi apoi o suprafaţă integrală care conţine cercul de ecuaţie    
x2 + y2 = 1, u = 2. 
 Soluţie: Ecuaţia mai poate fi scrisă sub forma 

uy2
y
uy2

x
u)xy3x( 2323 =

∂
∂

+
∂
∂

+ ,  

fiind o ecuaţie cu derivate parţiale cvasiliniară. Sistemul caracteristic este 

.
uy2

du
y2

dy
xy3x

dx
2323 ==

+
 

Combinaţia integrabilă 
u
du

y
dy

=  conduce la integrala primă 1c
y
u
= , c1 

constant. Amplificăm primul raport cu y, pe al doilea cu x şi dintr-o 
proprietate a proporţiilor va rezulta 

.
y2

dy
)yx(xy

xdyydx
322 =

+
−  

Făcând schimbarea de variabilă y = tx se obţine 
t
yx =  şi 2t

ytdydx −
= . 

Atunci, prin înlocuire în egalitatea anterioară, rezultă 
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3
2

2

22

2

y2
dy

)y
t
y(

t
y

dy
t
y

t
ytdyy

=
+

−
−

, 

iar după efectuarea calculelor se obţine ecuaţia cu variabile separabile 

2t1
t2

y
dy

+
−= . 

Prin integrarea acesteia rezultă y(1 + t2) = c2, c2 constant şi, mai departe, 
prin revenire la schimbarea de variabilă efectuată 

y(x2 + y2) = c2 x2. 
 Prin urmare, soluţia generală a ecuaţiei iniţiale este  

0)
x

yx(y,
y
u( 2

22
=

+Φ  sau )
x

)yx(y(yu 2

22 +
= Ψ . 

 Pentru obţinerea soluţiei particulare luăm în considerare relaţiile   

x2 + y2 = 1, u = 2 de unde rezultă 1c
y
2
= , deci

1c
2y = , şi )

c
41(cy 2
1

2 −= . 

Se obţine de aici legătura dintre constantele c1 şi c2 dată de egalitatea 

)
c
41(c

c
2

2
1

2
1

−= . 

 Va rezulta în continuare ecuaţia integralei particulare  

)

y
u
41(

x
)yx(y

y
u
2

2

22

22
−

+
=  

sau, echivalent, după efectuarea calculelor 

).y4u)(yx(
2
1ux 22222 −+=  

 4.2.19. Scrieţi ecuaţia cu derivate parţiale pentru următoarea 
suprafaţă u(x, y) = x3 y2 – xy, (x, y) ∈ R2. 
 Soluţie: Se calculează derivatele parţiale ale funcţiei u în raport cu 
x şi y, obţinându-se 
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yyx3
x
u 22 −=
∂
∂  şi xyx2

y
u 3 −=
∂
∂ . 

 Prin urmare ecuaţia cu derivate parţiale a cărei soluţie este 
suprafaţa dată este 

xy
y
uy3

x
ux2 =

∂
∂

−
∂
∂  

 4.2.20. Să se determine ecuaţia cu derivate parţiale ale familiei de 
suprafeţe u(x, y) = 2axy + by2, a şi b fiind parametri reali. 
 Soluţie: Rezolvarea constă în eliminarea parametrilor a şi b din 
următorul sistem de ecuaţii 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

+=
∂
∂

=
∂
∂

−=

by2ax2
y
u

ay2
x
u

byaxy2u 2

. 

Din a doua ecuaţie se obţine 
x
u

y2
1a
∂
∂

=  şi apoi, după înlocuirea în a treia 

relaţie, rezultă 
x
u

y2
x

y
u

y2
1b 2 ∂

∂
+

∂
∂

−= . Prin urmare, înlocuind pe a şi b în 

prima egalitate, se deduce că ecuaţia cu derivate parţiale căutată este 

.u2
y
uy

x
ux =

∂
∂

+
∂
∂  

 4.2.21. Rezolvaţi următorul sistem de ecuaţii 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=
∂
∂

−=
∂
∂

yuy
y
u

xux
x
u

 

necunoscuta fiind funcţia u de variabile independente x şi y. 
 Soluţie: Verificăm dacă sistemul are soluţie, adică dacă este 
îndeplinită condiţia de compatibilitate a sistemului  

yx
u

xy
u 22

∂∂
∂

=
∂∂

∂ . 
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Se observă că xyxyu
y
ux

xy
u2

−=
∂
∂

=
∂∂

∂  şi xyxyu
x
uy

yx
u2

−=
∂
∂

=
∂∂

∂ , prin 

urmare sistemul este compatibil. 
 Considerăm prima ecuaţie pe care o rezolvăm în raport cu x, 
presupunând că y este un parametru şi obţinem 

)1u(x
x
u

−=
∂
∂  sau u’ – xu = x, 

care este o ecuaţie liniară neomogenă, cu soluţiile de forma 

1e)y(u 2
x 2

+=ϕ , ϕ  fiind o funcţie arbitrară în necunoscuta y.  

 Ţinând cont că funcţia u determinată anterior satisface şi a doua 

ecuaţie a sistemului avem u’ = ϕ’(y)e 2
x 2

 şi în continuare 

2

2x
2

2x

e)y(ye)y(' ϕϕ =  sau y
)y(
)y('
=

ϕ
ϕ , 

care este o ecuaţie cu variabile separabile cu soluţia 1Ce)y( 2
y 2

+=ϕ . 

 Prin urmare, soluţiile sistemului iniţial sunt 

1Ce)y,x(u 2
yx 22

+=
+

, C constant. 

4.2.22. Să se rezolve sistemul 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=
∂
∂

+=
∂
∂

2
yxu

y
u

xyu
x
u

2  

Soluţie: Verificăm condiţia de compatibilitate a sistemului 

 
yx
u

xy
u 22

∂∂
∂

=
∂∂

∂ . 
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Cum y
2

yxuy
y
u

xy
u 22

+−=+
∂
∂

=
∂∂

∂  şi uxy
x
u

yx
u2

=−
∂
∂

=
∂∂

∂ , ar rezulta         

y = 
2

yx2
, ceea ce nu convine. Prin urmare sistemul nu este compatibil. 

 4.2.23. Determinaţi soluţiile sistemului 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=
∂
∂

+=
∂
∂

uux
y
u

uy
2

u
x
u 2

 

 Soluţie: Din condiţia de compatibilitate a sistemului 

 
yx
u

xy
u 22

∂∂
∂

=
∂∂

∂ , 

cum u
y
uu

xy
u2

+
∂
∂

=
∂∂

∂  şi 
x
u

x
uxu

yx
u2

∂
∂

+
∂
∂

+=
∂∂

∂ , se obţine în continuare 

uy
2

uuxy
2

xuuuuxu
22

22 ++++=++  

de unde rezultă                u[u(x + 1) – 2xy - 2y] = 0. 
 Se deduce de aici că funcţiile care ar putea fi soluţii ale sistemului 
dat sunt u(x, y) = 0 şi u(x, y) = 2y. Printr-o verificare simplă rezultă că 
singura soluţie este u(x, y) = 0. 
 

4.3. Probleme propuse 
 Să se rezolve următoarele ecuaţii cu derivate parţiale de ordinul 1, 
liniare, omogene şi neomogene: 

 4.3.1.                   2y)y,1(f,0
y
fy

x
fx ==

∂
∂

−
∂
∂  

 Răspuns: . 22 yx)y,x(f =

 4.3.2.                      22 y)y,0(f,0
y
fxy

x
f)x1( ==

∂
∂

+
∂
∂

+  
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 Răspuns: 2

2

x1
y)y,x(f
+

= . 

 4.3.3. 0xy,constb,a,0
z
f)axby(z

y
fyax

x
fbxy 2222 ≠==

∂
∂

−+
∂
∂

−
∂
∂  

 Răspuns: )
xy
z,byax()z,y,x(f 22 +=Φ . 

 4.3.4.                             0z,0
y
z

x
zz ≠=

∂
∂

−
∂
∂  

 Răspuns: 0)y
z
x,z( =+Φ . 

 4.3.5. 0z,0xyz2
y
z)zx(x2

x
z)zyx3(y 22222 ≠=−

∂
∂

+−
∂
∂

++  

 Răspuns: )
z

yx2(zzyx 2

22
222 +
=++ Φ . 

 4.3.6.                             0
y
ub

x
ua =

∂
∂

+
∂
∂ , a, b ∈ R 

 Răspuns: u = Φ (bx + ay). 

 4.3.7.                              0
y
uy

x
ux =

∂
∂

+
∂
∂  

  Răspuns: u = ).
y
x(Φ  

 4.3.8.                              0
y
ux

x
uy =

∂
∂

−
∂
∂  

 Răspuns: u =  ).yx( 22 +Φ

 4.3.9.                                ∑
=

=
∂
∂n

1i i

2
i 0

x
ux  

 Răspuns: )
x
1

x
1,...,

x
1

x
1,

x
1

x
1(u

n13121
−−−=Φ . 
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 4.3.10.                        0
z
ux

y
uxy

x
uz =

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂  

 Răspuns: u = ).ye,zx( z22 −−Φ  

 4.3.11.                       0
z
uz

y
uy

x
ux2 3 =

∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂  

 Răspuns: u = ).xe,xy( 2z
1

Φ  

 4.3.12. Să se afle suprafaţa integrală a ecuaţiei 

xyz
y
zy

x
zx −=

∂
∂

+
∂
∂ care satisface ecuaţia  pentru x = 2. 1yz 2 +=

 Răspuns: .ylnxy
x
y2lny2

x2
xy4z

22
+−

+
=  

 4.3.13.              0
z
u)yx4(

y
uyz2

x
uxz8 22 =

∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂  

 Răspuns: u = ).z2yx,
y
x( 222
4 −+Φ  

 4.3.14.                 0
z
u1z

y
uy2

x
ux =

∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂  

 Răspuns: u = ).1zx,
2
y

x( +−−Φ  

4.3.15. Să se determine suprafaţa integrală a ecuaţiei  

xy
y
zz

x
zz −=

∂
∂

−
∂
∂  

care satisface ecuaţia  pentru x = 1. 2yz =

 Răspuns: z2 – (y + x - 1)4 + 2(y + x - 1) - 2xy = 0. 

 4.3.16. Determinaţi soluţia ecuaţiei 0
y
uy3

x
ux2 =

∂
∂

−
∂
∂  care 

îndeplineşte condiţia inţială u(2, y) = y2 + 1. 

 Răspuns: .1yx
8
1)y,x(u 23 +=  
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4.3.17.                          x
y
uyu

x
uxu =

∂
∂

+
∂
∂  

 Răspuns: 0)x2u,
y
x( 2 =−Φ . 

 4.3.18. Să se rezolve ecuaţia cu derivate parţiale 
22 x

y
uy

x
uxy =

∂
∂

−
∂
∂  ştiind că dacă y = x2 avem u = ex. 

 Răspuns: 
3 xy

2
e

3
1

y3
xu +−= . 

 4.3.19. Să se rezolve problema Cauchy 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−=
∂
∂

+
∂
∂

x)2,x(u

xy
y
uyu

x
uxu  

 Răspuns: xy
y
x4

y
x4u 2

2
2 −+= . 

 4.3.20. Determinaţi soluţia problemei Cauchy 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−−=
∂
∂

+
∂
∂

x)1,x(u

yxu
y
uyu2

x
uxu2 222

 

 Răspuns: yyx
y

x2u 22
2

2 +−−= . 

4.3.21. Să se rezolve sistemul de ecuaţii cu derivate parţiale  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

=
∂
∂

ux
y
u

u
x
u

 

 Răspuns: u(x, y) = 0. 
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4.3.22. Rezolvaţi sistemul de ecuaţii cu derivate parţiale  
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 Răspuns: Sistemul este incompatibil.  
 4.3.23. Să se rezolve următorul sistem de ecuaţii cu derivate 
parţiale  
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 Răspuns: u(x, y) = x2 y – x + Cx2, C constant.  
 4.3.24. Să se scrie ecuaţia cu derivate parţiale care are soluţia de 

forma u(x, y) = 
x
yylnx − . 

 Răspuns: .x2
y
uy2

x
ux =

∂
∂

+
∂
∂  

 4.3.25. Să se determine ecuaţia cu derivate parţiale ale familiei de 
suprafeţe u(x, y) = a(x2 – 1) + (b – 1)y, a şi b fiind parametri reali. 

Răspuns: .xu2
y
uxy2

x
u)1x( 2 =

∂
∂

+
∂
∂

−  
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Capitolul 5. ECUAŢII CU DERIVATE PARŢIALE 
DE ORDINUL DOI. ECUAŢIILE FIZICII MATEMATICE 

 
5.1. Probleme rezolvate 
Ecuaţii cu derivate parţiale de ordinul 2 de tip hiperbolic 
5.1.1. Să se rezolve problema oscilaţiilor libere ale coardei de 

lungime l, cu capete fixe, ştiind că vitezele inţiale ale punctelor sale sunt 
egale cu zero, iar deplasarea iniţială are forma sinusoidei de ecuaţie  

u0(x) = A sin
l
xnπ , n ∈ Z, A ∈ R. 

Soluţie: Suntem în cazul problemei omogene a coardei, nesupusă 
la forţe exterioare şi fixată la extremităţi. Atunci, ecuaţia coardei, 
împreună cu condiţiile  Cauchy – Dirichlet, va fi de forma 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
∂
∂

=

==
∂

∂
=

∂

∂

0)x,0(
t
u

l
xnsinA)x,0(u

0)l,t(u)0,t(u
x

ua
t
u

2

2
2

2

2

π   unde Z∈≥∈ n,0t],l,0[x . 

Pentru a rezolva ecuaţia aplicăm metoda lui Fourier, numită şi 
metoda separării variabilelor. Prin urmare, căutăm soluţii de forma    

u(t, x) = T(t) X(x). 
Atunci se obţine 

X'T
t
u
=

∂
∂ , de unde X"T

t
u
2

2
=

∂
∂ , respectiv 'TX

x
u
=

∂
∂  şi "TX

x
u
2

2
=

∂
∂ . 
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Ecuaţia coardei se poate scrie "TXaX"T 2= . Prin separarea vabiabilelor 

va rezulta  
X
"Xa

T
"T 2= . Cum membrul stâng este o funcţie în t, iar 

membrul drept o funcţie în x, pentru ca egalitatea fie adevărată, se impune 
ca ambii membri ai egalităţii să fie egali cu o constantă, pe care o notăm  
-λa2, λ ∈ R .Va rezulta atunci  

22 a
X
"Xa

T
"T λ−== ,  

iar în continuare     

(1)                                            X” + λX = 0 

(2)                                          T” + a2λT = 0. 
 În cele ce urmează, vom determina pentru ecuaţia coardei soluţii 
nenule, deoarece am exclus poziţia de repaus a coardei, pentru că nu 
verifică condiţiile Cauchy - Dirichlet.  

Problema determinării soluţiilor ecuaţiei (1) cu condiţiile la limită 
X(0) = X(l) = 0 se numeşte problema valorilor proprii sau problema 
Sturm  - Liouville. 

Pentru rezolvarea ecuaţiei (1) se determină soluţiile ecuaţiei 
caracteristice r2 + λ = 0. Se tratează în continuare următoarele cazuri: 

a. dacă λ < 0, rădăcinile ecuaţiei caracteristice sunt  λ−±=2,1r , 

iar soluţiile ecuaţiei (1) vor fi de forma x
2

x
1 ecec)x(X λλ −−− += , unde 

c1, c2 sunt constante. Din condiţiile la limită nule X(0) = X(l) = 0 va 
rezulta c1 = c2 = 0, ceea ce conduce la soluţia nulă a problemei, care nu 
convine; 

b. dacă λ = 0, rădăcinile ecuaţiei caracteristice sunt r1,2 = 0, 
soluţiile ecuaţiei (1) fiind de forma X(x) = c1 + c2x, c1, c2 constante. 
Condiţiile la limită nule X(0) = X(l) = 0 vor conduce la c1 = c2 = 0, deci 
din nou la soluţia banală a problemei, ceea ce nu convine; 

c. dacă λ > 0, rădăcinile ecuaţiei caracteristice vor fi λir 2,1 ±= , 
de unde soluţiile ecuaţiei (1) se scriu 

xsincxcosc)x(X 21 λλ += , c1, c2 fiind constante. 

Ţinând cont de condiţiile la limită nule X(0) = X(l) = 0, rezultă     
c1 = 0 şi 0lsin =λ , de unde πλ kl = , k ∈ Z. Cum λ > 0 şi l > 0, vom 
avea k ≥ 1. Atunci, valorile proprii obţinute vor fi de forma 
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1k,)
l

k( 2
k ≥=

πλ , 

iar funcţiile proprii corespunzătoare  

l
xksinc)x(X kk
π

=  , ck constante, k ≥ 1. 

Cu valorile proprii determinate anterior vom rezolva în continuare 

ecuaţia (2). Ecuaţia sa caracteristică 22 )
l

ak(r π
+  = 0 are rădăcinile 

l
akir 2,1
π

±= . Soluţiile ecuaţiei (2) vor fi atunci de forma 

l
taksinB

l
takcosA)t(T '

k
'
kk

ππ
+= ,  constante, k ≥ 1. '

k
'
k B,A

Cum funcţiile uk(t, x) = Tk(t) Xk(x) verifică ecuaţia coardei şi 
condiţiile la limită, soluţia acesteia va fi scrisă sub forma 

 
l
xksin)

l
taksinB

l
takcosA()x,t(u kk

1k

πππ
+= ∑

∞

=
. 

 Coeficienţii Ak şi BBk se determină, avându-se în vedere condiţiile 
Cauchy, din relaţiile 

∫=
l

0
k dx

l
xksin)x,0(u

l
2A π   

şi                                 ∫ ∂
∂

=
l

0
k dx

l
xksin)x,0(

t
u

ak
2B π
π

. 

În cazul problemei de faţă vom obţine 

⎩
⎨
⎧

=
≠

== ∫ nk,A
nk,0

dx
l
xksin

l
xnsinA

l
2A

l

0
k

ππ  

şi                                                 BBk = 0. 
Deci, ecuaţia coardei va avea soluţia 

l
xnsin

l
tancosA)x,t(u ππ

= . 
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5.1.2. Rezolvaţi problema oscilaţiilor libere ale unei coarde 
vibrante omogene de lungime l, cu capetele fixate, ştiind că deplasarea 
iniţială are forma parabolei a cărei axă de simetrie este dreapta de ecuaţie 

2
lx =  şi al cărei vârf este punctul M( h,

2
l ), h > 0 iar vitezele inţiale ale 

punctelor sunt nule. 
Soluţie: Se determină pentru început ecuaţia parabolei care descrie 

poziţia inţială a coardei, şi anume y = ax2 + bx + c, a, b, c ∈ R, unde 
x∈[0, l], lungimea coardei fiind l. Punând condiţiile din problemă şi 
ştiind că este vorba de o coardă fixată la capete, adică în punctele O(0, 0) 
şi A(l, 0), se obţine următorul sistem 

⎪
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.0cblal
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4
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Rezultă de aici că 2l
h4a −= , 

l
h4b =  şi c = 0, de unde se obţine 

deplasarea inţială a punctelor coardei de ecuaţie 

)x
l

x(
l
h4)x,0(u

2
−−= . 

Prin urmare, ecuaţia coardei împreună cu condiţiile Cauchy–
Dirichlet, se scrie 
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0
x
ua

t
u

2

2

2
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2

2

 unde 0h],l,0[x,0t >∈≥  

Pentru rezolvarea problemei, se aplică metoda lui Fourier, 
căutându-se soluţii de forma u(t, x) = T(t) X(x). Ecuaţia coardei se va 

scrie atunci "TXaX"T 2= , de unde vom nota  22 a
X
"Xa

T
"T λ−== , λ∈R. 

Se obţin de aici ecuaţiile 
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(1)                                            X” + λX = 0 

(2)                                          T” + a2λT = 0. 
Pentru rezolvarea ecuaţiei (1) se scrie ecuaţia sa caracteristică       

r2 + λ = 0. Se obţine soluţie nenulă pentru problema coardei doar în cazul 
dacă λ > 0, de unde λir 2,1 ±= . Atunci, soluţiile ecuaţiei (1) se scriu 

xsincxcosc)x(X 21 λλ += , c1, c2 fiind constante. 

Din condiţiile la limită nule X(0) = X(l) = 0, rezultă c1 = 0 şi 
0lsin =λ , de unde πλ kl = , k ∈ Z. Atunci, valorile proprii obţinute 

vor fi de forma 

1k,)
l

k( 2
k ≥=

πλ , 

iar funcţiile proprii corespunzătoare  

l
xksinc)x(X kk
π

=  , ck constante, k ≥ 1. 

Vom rezolva în continuare ecuaţia (2), având în vedere valorile 

proprii determinate anterior. Ecuaţia sa caracteristică 22 )
l

ak(r π
+  = 0 

are rădăcinile 
l

akir 2,1
π

±= . Soluţiile ecuaţiei (2) vor fi atunci de forma 

l
taksinB

l
takcosA)t(T '

k
'
kk

ππ
+= ,  constante, k ≥ 1. '

k
'
k B,A

Soluţia problemei coardei va fi scrisă sub forma 

 
l
xksin)

l
taksinB

l
takcosA()x,t(u kk

1k

πππ
+= ∑

∞

=
. 

 Avându-se în vedere condiţiile Cauchy, coeficienţii Ak şi BBk se 
determină astfel 

]1)1[(
k

h16dx
l
xksin)x

l
x(

l
h8A k

33

l

0

2

2k −−−=−−= ∫ π
π , 

de unde se disting cazurile A2p = 0 şi 331p2 )1p2(
h32A

π+
=+  , p ∈ N*; 

BBk = 0. 
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 Soluţia problemei iniţiale va fi atunci 

.
l

x)1n2(sin
l

ta)1n2(cos
)1n2(

1h32)x,t(u
0n

33 ∑
∞

=

++

+
=

ππ
π

 

5.1.3. Rezolvaţi problema oscilaţiilor coardei de lungime l = 1, 
fixată la capete, nesupusă la forţe exterioare, ştiind că în poziţia iniţială 
coarda este în repaus, iar viteza iniţială a punctelor coardei este 

⎩
⎨
⎧

∉
∈

=
∂
∂

],[x,0
],[x,v

)x,0(
t
u 0

βα
βα

 unde 0 ≤ α < β ≤ 1. 

Soluţie: Ecuaţia coardei, împreună cu condiţiile Cauchy–Dirichlet, 
se scrie 
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unde 0h],1,0[x,0t >∈≥  şi 0≤ α < β ≤ 1. 

Căutând soluţii de forma u(t, x) = T(t) X(x), ecuaţia coardei se va 

scrie "TXaX"T 2= , iar apoi vom nota  22 a
X
"Xa

T
"T λ−== , λ ∈ R. Se 

obţin de aici ecuaţiile 

(1)                                            X” + λX = 0 

(2)                                          T” + a2λT = 0. 
Prima ecuaţie are soluţiile  

xsincxcosc)x(X 21 λλ += , c1, c2 fiind constante şi λ > 0.   

Condiţiile la limită nule X(0) = X(1) = 0, conduc la c1 = 0 şi 
0sin =λ , de unde πλ k= , k ∈ Z. Atunci, valorile proprii obţinute vor 

fi de forma 

1k,k 22
k ≥= πλ , 

iar funcţiile proprii corespunzătoare  

xksinc)x(X kk π= , ck constante, k ≥ 1. 
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Având în vedere valorile proprii determinate anterior, soluţiile celei 
de-a doua ecuaţii vor fi de forma 

taksinBtakcosA)t(T '
k

'
kk ππ += ,  constante, k ≥ 1. '

k
'
k B,A

Soluţia problemei coardei va fi scrisă sub forma 

 . xksin)taksinBtakcosA()x,t(u kk
1k

πππ += ∑
∞

=

 Pentru a calcula coeficienţii Ak şi BBk se au în vedere condiţiile 
Dirichlet, de unde rezultă 

Ak = 0 

şi 
2

)(ksin
2

)(ksin
ak

v4dxksinv
ak

2B 22
0

0k
βαπβαπ

π
απ

π

β

α

−+
−== ∫ . 

 Se va obţine astfel soluţia problemei date 

∑
≥

−+
−=

1n
22
0 xnsintansin

2
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2
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an
v4)x,t(u ππβαπβαπ
π

. 

5.1.4. Să se determine soluţia ecuaţiei coardei cu condiţiile 
Cauchy-Dirichlet 
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2

 unde 0t],1,0[x ≥∈  

Soluţie: Problema este omogenă, bara nu este supusă unor forţe 
exterioare, dar capetele nu mai sunt fixe, ci se deplasează după dreptele 
de ecuaţii y = 2t + 1, respectiv y = t + 2. 

Căutăm soluţia problemei sub forma u = v + w, unde funcţia w este 
definită de relaţia  

w(t, x) = 2t + 1 + x[(t + 2) – (2t + 1)] = 2t + 1 – tx +  x. 
 Atunci, funcţia v va fi de dată de 

v(t, x) = u(t, x) – 2t – 1 + tx - x 
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şi, după înlocuirea în problema iniţială, va rezulta că este soluţia 
următoarei probleme omogene a coardei cu condiţiile la limită nule: 
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Această problemă are soluţia de forma 

∑
∞

=
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1k
kk xksin)tksinBtkcosA()x,t(v πππ , 

unde 

0Ak =  şi 22
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0
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k
2B

π
π

π
−−

=−= ∫ . 

Atunci 
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k
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π
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rezultând apoi soluţia problemei iniţiale 
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5.1.5. Determinaţi soluţia următoarei probleme a coardei vibrante 
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π   unde 0t],,0[x ≥∈ π  

Soluţie: Căutăm soluţii de forma u(t, x) = T(t) X(x) şi atunci 
ecuaţia coardei se va scrie TX"TXX"T += , de unde, separând 

variabilele, vom avea λ−=+
=

X
X"X

T
"T , cu λ ∈ R. Se obţin de aici 

ecuaţiile 
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(1)                                            X” + (λ + 1)X = 0 

(2)                                                T” + λT = 0. 
Prima ecuaţie are soluţiile  

x1sincx1cosc)x(X 21 +++= λλ , 

unde λ + 1 > 0,  c1, c2 fiind constante. În cazul λ ≤ -1 se obţine soluţia 
nulă pentru ecuaţia iniţială, care nu convine.  

Condiţiile la limită nule X(0) = X(π) = 0, conduc la c1 = 0 şi 
01sin =+ πλ , de unde k1 =+λ , k ∈ Z. Atunci, valorile proprii 

obţinute vor fi de forma 

1k,1k 2
k ≥−=λ , 

iar funcţiile proprii corespunzătoare  

kxsinc)x(X kk = , ck constante, k ≥ 1. 

Având în vedere valorile proprii determinate anterior, cea de-a 
doua ecuaţie devine T” + ( k2 – 1) T = 0, iar r1,2 = + i 1k 2 −  sunt 
rădăcinile ecuaţiei caracteristice r2 + (k2 - 1) = 0. Atunci, soluţiile celei 
de-a doua ecuaţii vor fi de forma 

1ktsinB1ktcosA)t(T 2'
k

2'
kk −+−= ,  constante, k ≥ 1. '

k
'
k B,A

Soluţia ecuaţiei coardei cu condiţiile la limită va fi scrisă sub forma 

 kxsin)1ktsinB1ktcosA()x,t(u 2
k

2
k

1k
−+−= ∑

∞

=
, 

coeficienţii Ak şi BBk determinându-se astfel, din condiţiile Cauchy 

Ak = 0 şi ∫
−−

==
π π

π 0
2

k

k k
)1(1kxdxsin

2k
2B , 

de unde, funcţie de paritatea lui k, avem BB2p = 0 şi B2p+1B  = 2)1p2(
2
+

. 

Prin urmare, soluţia problemei date este 

∑
≥

+−+
+

=
0p

2
2 x)1p2sin(1)1p2(tsin

)1p2(
12)x,t(u . 
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5.1.6. Să se determine soluţia următoarei probleme a coardei 
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 unde 0t],1,0[x ≥∈  

Soluţie: Suntem în cazul ecuaţiei neomogene a coardei, supuse la 
oscilaţii forţate şi având capetele fixe. 
 Căutăm soluţii de forma u = v + w, unde v este o soluţie a ecuaţiei 
neomogene care satisface condiţiile la limită nule şi condiţiile iniţiale 
nule 
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t
v

0)x,0(v

=
∂
∂

=
 

iar w este soluţia ecuaţiei omogene cu condiţiile iniţiale 
w(t,0) = w(t,1) = 0 

w(0,x) = x2 – x 
wt

’(0,x) = 0 
Soluţia w a ecuaţiei omogene este de forma 

xksin)tksinBtkcosA()x,t(w
1k

kk πππ∑
∞

=
+=  

unde coeficienţii Ak şi BBk sunt daţi de relaţiile 
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2
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k
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k
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 Dezvoltând funcţia g(t, x) = - 4t pe intervalul (0,1) în serie Fourier 
obţinem 

∑
∞

=
=−=

1k
k xksin)x,t(gt4)x,t(g π ,  
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unde 
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deci, funcţie de paritatea lui k, 
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şi prin urmare funcţia v se va exprima prin 

∑
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=
=

1k
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0
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 Soluţia problemei date va fi deci 
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 5.1.7. Rezolvaţi problema coardei vibrante de lungime infinită şi 
care nu este supusă la perturbaţii exterioare 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

+=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
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t
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2

 unde ∈≥ x,0t R 

 Soluţie: Pentru determinarea soluţiei se aplică prima formulă 
D’Alembert-Euler 

∫
+

−

+−++=
atx

atx
ds)s(g

a2
1)]atx(f)atx(f[

2
1)x,t(u . 

În cazul problemei de faţă, a = 3, f(x) = e3x şi g (x) = x + 1. Va 
rezulta atunci 
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txt
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)t3x(3)t3x(3 ++
+

=+++=
−+

−

−+ ∫
de unde soluţia problemei date va fi 

u(t, x) = e3x ch9t + xt + t. 
 5.1.8. Găsiţi soluţia problemei coardei de lungime infinită, supusă 
la vibraţii întreţinute 
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 unde ∈≥ x,0t R 

 Soluţie: Fiind vorba despre ecuaţia neomogenă a coardei vibrante 
de lungime infinită, aplicăm a doua formulă D’Alembert-Euler 

∫ ∫∫
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atx
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2
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Pentru problema dată avem a = 
2
1 , f(x) = 2 – x, g(x) = 1 şi ϕ(t, x) = tx. 

Atunci vom obţine 
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de unde soluţia problemei date va fi 
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Ecuaţii cu derivate parţiale de ordinul 2 de tip parabolic 
5.1.9. Să se rezolve problema propagării căldurii într-o bară de 

lungime l, cunoscând temperatura la momentul iniţial în bară şi 
temperaturile la extremităţile acesteia 

⎪
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⎪
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=
∂
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xx)x,0(u
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t
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2

2

2

 unde 0t],l,0[x ≥∈  

Soluţie: Problema se referă la ecuaţia omogenă a căldurii, cu 
condiţiile la limită nule, bara având capete fixe. 

 Soluţia căutată este de forma u(t, x) = T(t) X(x). Ecuaţia 
iniţială se va scrie scrie atunci ''' TXXT = , de unde vom nota  

λ−==
X
X

T
T '''

, cu   λ ∈ R. Se obţin de aici ecuaţiile 

(1)                                            X’’ + λX = 0 

(2)                                          T’ + λT = 0. 
Pentru rezolvarea ecuaţiei (1) se scrie ecuaţia sa caracteristică       

r2 + λ = 0. Se obţine soluţie nenulă pentru problema coardei doar în cazul 
dacă λ > 0, de unde λir 2,1 ±= . Atunci, soluţiile ecuaţiei (1) se scriu 

xsincxcosc)x(X 21 λλ += , c1, c2 fiind constante. 

Din condiţiile la limită nule X(0) = X(l) = 0, rezultă c1 = 0 şi 
0lsin =λ , de unde πλ kl = , k ∈ Z. Atunci, valorile proprii obţinute 

vor fi de forma 

1k,)
l

k( 2
k ≥=

πλ , 

iar funcţiile proprii corespunzătoare  

l
xksinc)x(X '

kk
π

= , ck
’ constante, k ≥ 1. 

Vom rezolva în continuare ecuaţia (2). Având în vedere valorile 
proprii determinate anterior, aceasta se va scrie 
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iar prin integrare se obţine  

t
l
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π

−
= , ck

’’ constante, k ≥ 1. 

Atunci, soluţia problemei căldurii va fi scrisă sub forma 
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unde coeficienţii ck se determină din condiţia Cauchy u(0, x) = x2 + x, 

2
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k
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5.1.10. Să se determine soluţia ecuaţiei căldurii împreună cu 
condiţiile Cauchy-Dirichlet 

⎪
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∂
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x)x,0(u
0),t(u)0,t(u

u3
x
u

t
u

2

2

π  unde 0t],,0[x ≥∈ π  

Soluţie: Este vorba de problema neomogenă a propagării căldurii 
într-o bară cu capetele fixate. Căutăm soluţia sub forma u(t, x) = T(t)X(x). 
Notăm 

λ−=−
=

X
X3X

T
T '''

, λ ∈ R 

şi rezolvăm întâi ecuaţia  

X’’ + (λ – 3)X = 0. 
Problema dată admite soluţii nenule doar dacă λ > 3. 
 Se obţin valorile proprii 

.1k,3k 2
k ≥+=λ  

De asemenea, funcţiile proprii corespunzătoare sunt: 

kxsinc)x(X '
kk = , ck

’ constante, k ≥ 1. 
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Rezolvând apoi prin integrare ecuaţia T’ + λT = 0 şi ţinând cont de 
valorile proprii determinate, se obţine 

t)3k(''
kk

2
ec)t(T +−= , ck

’’ constante, k ≥ 1. 

iar apoi soluţia problemei iniţiale de forma 

∑
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+−=
1k

t)3k(
k kxsinec)x,t(u

2
, 

unde 

k
)1(2kxdxsinx2c
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0
k
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== ∫

π

π
. 

5.1.11. Rezolvaţi următoarea problemă 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=
∂
∂

=

+=
∂
∂

=
∂
∂

0)0,t(
x
u)1,t(u

1x)x,0(u
x
u

t
u

2
2

2

 unde 0t],1,0[x ≥∈  

Soluţia: Funcţiile căutate fiind de forma u(t, x) = T(t) X(x), vom 
rezolva întâi ecuaţia X’’ + λX = 0, obţinută în urma aplicării metodei lui 
Fourier sau a separării variabilelor, cu condiţiile la limită X’(0)= X(1) = 0. 

Problema dată are soluţii nenule doar pentru λ > 0. Se vor obţine valorile 
proprii  

2
k ]

2
)1k2[( πλ += , k ≥ 0. 

şi funcţiile proprii corespunzătoare 

x
2

)1k2(cosc)x(X '
kk

π+
= , ck

’ constante, k ≥ 0. 

Ecuaţia a doua, obţinută tot în urma aplicării metodei lui Fourier, 

T
T'

 = - λ, unde λ sunt valorile proprii determinate anterior, are soluţiile 

t
4

)1k2(
''
kk

22

ec)t(T
π+

−
= , ck

’’ constante, k ≥ 0. 

 Atunci, soluţia problemei date va fi de forma 
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iar coeficienţii ck se vor determina din relaţia  
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Prin urmare, rezultă că soluţia problemei inţiale este 
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 5.1.12. Să se rezolve problema propagării căldurii într-o bară cu 
capetele nefixate 

⎪
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Soluţie: Se caută soluţie de forma u = v + w, unde 
w(t, x) = u(t, 0) + x[u(t, 1) – u(t, 0)] = 1. 

Atunci u = v + 1, de unde va rezulta că funcţia v = u – 1 verifică 
următoarele relaţii, adică ecuaţia căldurii cu condiţiile la limită nule 
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Soluţia acestei probleme este 

∑
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unde  
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])1(1[
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2xdxksin2c k
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k −−== ∫ π

π . 

Se va obţine atunci soluţia problemei inţiale de forma 
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5.1.13. Să se rezolve problema propagării căldurii într-o bară de 
lungime infinită 
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 unde x ∈ R, t ≥ 0 

Soluţie: Conform formulei lui Poisson, soluţia problemei va fi dată 
de următoarea relaţie 
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În cazul problemei date, a = 2, ϕ(x) = 16
x 2

e
−

, de unde va rezulta 
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şi, prin urmare,  
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Făcând schimbarea de variabilă ]
)t1(4

x
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obţine ξd
t

t1
4
1dy +

=  şi atunci  
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Cum π=∫
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− dye
2y , rezultă că soluţia problemei iniţiale va fi 
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. 

5.1.14. Rezolvaţi problema propagării căldurii într-o bară de 
lungime infinită 
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⎪
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unde x ∈ R, t ≥ 0 

Soluţie: Aplicând formula lui Poisson, soluţia problemei va fi dată 
de următoarea relaţie 
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unde a = 1 şi ϕ(x) = 2x3 - 1. Vom obţine prin urmare 
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Dacă facem schimbarea de variabilă, 
t2

xy ξ−
=  se obţine ξd
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1dy −=  

şi ty2x −=ξ , iar apoi 
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 O altă metodă de rezolvare este determinarea soluţiei problemei 
conform relaţiei 

∑
≥

=
0k

)k2(
k

)x(f
!k

t)x,t(u , 

funcţia f fiind infinit derivabilă pe R. În cazul de faţă, funcţia f este 
polinomială, şi anume f: R→ R, f(x) = 2x3 – 1. Atunci, cum f”(x) = 12x şi 
f (n)(x) = 0, ∀ n ≥ 4 şi x ∈ R, vom obţine   

u(t, x) = 2x3 + 12tx – 1. 
 

Ecuaţii cu derivate parţiale de ordinul 2 de tip eliptic 
 5.1.15. Să se scrie ecuaţia lui Laplace în coordonate polare. 
 Soluţie: Fie ecuaţia lui Laplace 
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∂ , u = u(x, y) 

în coordonatele reale x şi y exprimate în coordonate polare
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ϕ
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Avem relaţiile r2 = x2 + y2 şi 
x
yarctg=ϕ . 

Se calculează succesiv derivatele parţiale de ordinul 1 şi ordinul 2 
ale funcţiei u 
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2222222
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 După înlocuirea în ecuaţia iniţială se obţine ecuaţia lui Laplace în 
coordonate polare 
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sau echivalent 
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ϕ
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5.1.16. Să se determine funcţia armonică în discul unitate astfel 
încât pe frontiera acestui disc să ia valoarea cos2ϕ, ϕ ∈ [-π, π]. 
 Soluţie: Funcţia armonică u căutată, în coordonatele reale x şi y, 
continuă având derivate parţiale de ordinul doi continue, satisface ecuaţia 
lui Laplace  
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Pentru determinarea soluţiei problemei Dirichlet relative la cerc, 
aplicăm metoda separării variabilelor. În acest scop vom lucra în 
coordonate polare (r,ϕ). Ecuaţia lui Laplace în coordonate polare, 
împreună cu condiţia Dirichlet pe circumferinţa discului unitate, se scrie 
sub  forma  
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 unde 0 ≤ r ≤ 1, ϕ ∈ [-π, π]. 

Căutăm soluţia problemei sub forma u(r,ϕ) = Z(r)F(ϕ). Înlocuind 
în ecuaţia lui Laplace rezultă 

0ZF
r
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dr
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r
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şi separând variabilele avem 
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deoarece membrul stâng depinde numai de r, iar membrul drept numai de 
ϕ. Prin urmare, funcţiile Z şi F verifică ecuaţiile: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=+

0Z)
dr
dZr(

dr
dr

0FF ''

λ

λ
 

Prima ecuaţie trebuie să aibă soluţie periodică, având perioada 2π, iar 
aceasta se poate întâmpla numai pentru λ > 0, când ecuaţia caracteristică 
r2 + λ = 0 are soluţiile λir 2,1 ±= . Atunci obţinem 

.sinBcosA)(F ϕλϕλϕ +=  

Din condiţia de periodicitate )(F)k2(F ϕπϕ =+  rezultă că λ  este un 
număr întreg, deci ∈= nλ Z. Prin urmare, se va obţine 

                             ϕϕϕ nsinBncosA)(F nnn += , n ≥ 1. 

Înlocuind acum pe λ în a doua ecuaţie şi notând αr)r(Z = , α ∈ R avem 
ααα ααα r))r(rZ(r,r)r(rZ,r)r(Z 2'''1' === − , 

de unde 0rnr 22 =− ααα şi apoi 22 n=α , deci n±=α . 
Atunci, soluţia celei de a doua ecuaţii va fi 

                                    nn
n brar)r(Z −+= , n ≥ 1. 

În cazul n = 0, rezultă .crlnc)r(Z 00 +=  Având în vedere că 
funcţia u şi, prin urmare, F şi Z trebuie să fie continue în disc, şi cum 

−∞=

∞=

→

−

→

rlnlim

rlim

0r

n

0r  

trebuie ca c0 = 0 şi b = 0 şi deci 
Z0(r) = c, Zn(r) = arn, n = 1,2,... . 

Prin urmare, vom căuta soluţia problemei Dirichlet sub forma seriei                          

 ∑
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=
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1n
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n )nsinBncosA(rc),r(u ϕϕϕ

unde pentru n ≠ 2 se obţine  
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π

π

π

π

π

π

ϕϕ
π

ϕϕ
π

ϕϕ
π

ϕϕϕ
π

ϕϕϕ
π

0d)2ncos(
4
1d)2ncos(

4
1

dncos
2
1dncos)2cos1(

2
1dncoscos1 2

n

 

∫ ∫

∫ ∫ ∫

− −

− − −

=−+++

+=+==

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

ϕϕ
π

ϕϕ
π

ϕϕ
π

ϕϕϕ
π

ϕϕϕ
π

0d)2nsin(
4
1d)2nsin(

4
1

dnsin
2
1dnsin)2cos1(

2
1dnsincos1B 2

n

 

∫∫
−−

=+==
π

π

π

π
ϕϕ

π
ϕϕ

π 2
1d)2cos1(1dcos

2
1c 2  

iar dacă n = 2 

0B,
2
1d)4cos1(

4
12sin

4
1

d2cos)2cos1(
2
1d2coscos1A

2

2
2

==++

=+==

∫

∫ ∫

−
−

− −
π

π

π
π

π

π

π

π

ϕϕ
π

ϕ
π

ϕϕϕ
π

ϕϕϕ
π

 

şi atunci 

ϕϕ 2cos
2
r

2
1),r(u

2
+= . 

5.1.17. Să se rezolve ecuaţia 

∇u = - Axy, A = const. 
în discul de rază R cu centrul în origine, cu condiţia 

0u Rr ==  

 Soluţie: O soluţie particulară a ecuaţiei lui Poisson este 

24
sinAr)yx(

12
Axyv

24
22 ϕ

−=+−=  

şi satisface condiţia 
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ϕϕ 24 sinR
24
A),R(v −=  

şi atunci, dacă u = v + w, w va fi soluţia problemei 

∇w = 0 
care în coordonate polare revine la 

0w
r
1)

r
wr(

rr
1

2

2

2 =
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

ϕ
 

cu condiţia la frontieră 

.sinR
24
A),R(w 24 ϕϕ =  

 După determinarea funcţiei w după metoda de mai sus avem 

.2sin)rR(
24

Ar),r(u 22
4

ϕϕ −=  

 
Ecuaţii cu derivate parţiale de ordinul 2 de tip mixt 
5.1.18. Să se rezolve următoarea problemă mixtă 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
∂
∂

−=
==

−
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

0)x,0(
t
u

xx)x,0(u
0),t(u)0,t(u

u
x
u

t
u2

t
u

2

2

2

2

2

π
π  unde 0t],,0[x ≥∈ π  

Soluţie: Fie u(t, x) = T(t)X(x) soluţia problemei. Atunci ecuaţia 
iniţială se va scrie  

λ−=−
=

+
X

XX
T

T2T '''''
, λ ∈ R 

Rezolvăm întâi ecuaţia  

X’’ + (λ – 1)X = 0. 
Problema dată admite soluţii nenule doar dacă λ > 1. 
 Se obţin valorile proprii 

.1k,1k 2
k ≥+=λ  
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De asemenea, funcţiile proprii corespunzătoare sunt: 

kxsinc)x(X '
kk = , ck

’ constante, k ≥ 1. 

Rezolvăm apoi ecuaţia T’’ + 2T’ + λT = 0, ţinând cont de valorile 
proprii determinate, şi obţinem ecuaţia caracteristică r2 + 2r + k2 +1 = 0, 
care are rădăcinile r1,2 = -1 + ik, de unde 

)ktsinBktcosA(e)t(T '
k

'
k

t
k += − ,  constante, k ≥ 1. '

k
'
k B,A

Atunci, soluţia problemei va avea forma 

kxsin)ktsinBktcosA(e)x,t(u kk
1k

t += ∑
∞

=

− , 

unde ]1)1[(
k

4kxdxsin)xx(2A k
3

0

2
k −−−=−= ∫ π

π
π

π
 şi BBk = 0, k ≥ 1. 

Se va obţine atunci 

∑
≥

−
++

+
=

0n

t
x)1n2sin(t)1n2cos(

1n2
e8)x,t(u

π
. 

5.1.19. Găsiţi soluţia următoarei probleme mixte 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=
∂
∂

=
==

∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

x1)x,0(
t
u

0)x,0(u
0)1,t(u)0,t(u

x
u

t
u

t
u

2

2

2

2

 unde 0t],1,0[x ≥∈  

Soluţie: Dacă u(t, x) = T(t)X(x) este forma căutată a soluţiei 
problemei, atunci ecuaţia iniţială se va scrie  

λ−==
+

X
X

T
TT '''''

, λ ∈ R 

Rezolvăm întâi ecuaţia  

X’’ + λ X = 0. 
Problema dată admite soluţii nenule doar dacă λ > 0. 
 Se obţin valorile proprii 

.1k,k 22
k ≥= πλ  
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şi funcţiile proprii corespunzătoare vor fi: 

xksinc)x(X '
kk π= , ck

’ constante, k ≥ 1. 

Rezolvăm apoi ecuaţia T’’ + T’ + λT = 0, ţinând cont de valorile 
proprii determinate, şi obţinem ecuaţia caracteristică r2 + r + k2 π2 = 0, 

care are rădăcinile r1,2 = 
2

1k4i
2
1 22 −
±−

π , de unde 

)
4
1ktsinB

4
1ktcosA(e)t(T 22'

k
22'

k
t

2
1

k −+−=
−

ππ , unde  sunt 

constante, k ≥ 1. 

'
k

'
k B,A

Atunci, soluţia problemei va avea forma 

xksin)
4
1ktsinB

4
1ktcosA(e)x,t(u 22

k
22

k
1k

t
2
1

πππ −+−= ∑
∞

=

−
, 

unde Ak = 0  şi 22

1

0
k k

2xdxksin)x1(
k
2B

π
π

π
=−= ∫ , k ≥ 1. 

Se va obţine atunci 

xksin
4
1ktsin

k
1e2)x,t(u 22
2

1k

t
2
1

2 ππ
π

−= ∑
∞

=

−
. 

5.1.20. Găsiţi soluţia următoarei probleme mixte 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
∂
∂

=

=

++
∂
∂

=
∂
∂

0)0,t(
x
u

0)x,0(u

0)
2

,t(u

xsinx2sin2u
x
u

t
u

2

2

π

unde 0t],
2

,0[x ≥∈
π  

Soluţie: Determinăm soluţia sub forma u = v + w, unde v este o 
soluţie a ecuaţiei neomogene cu f(t, x) = 2 sin2x sinx care satisface 
condiţia v(0, x) = 0, iar w este soluţia problemei 
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⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
∂
∂

=

=

+
∂
∂

=
∂
∂

0)0,t(
x
w

0)x,0(w

0)
2

,t(w

w
x
w

t
w

2

2

π  

Căutăm soluţia de forma w(t, x) = T(t) X(x). Atunci, prin înlocuire în 
ecuaţie rezultă 

1
T
T1

X
X '''

+−==+ λ , λ ∈ R. 

Rezolvând ecuaţia X’’ + λX = 0, cu condiţiile X’(0) = X(
2
π ) = 0, se obţin 

valorile proprii λk = (2k + 1)2, k ≥ 0  şi funcţiile proprii 
Xk(x) = ck

’cos(2k + 1)x. 
 În continuare, exprimăm funcţia v prin seria 

∑
∞

=
+=

0k
k x)1k2cos()t(T)x,t(v . 

Dezvoltăm funcţia  f  în serie Fourier pe intervalul (0,
2
π ) şi obţinem 

 

∑
∞

=
+=−==

0k
k x)1k2cos(cx3cosxcosxsinx2sin2)x,t(f  

 
unde  

∫ +=
2

0
k xdx)1k2cos(xsinx2sin24c

π

π
 

şi prin urmare c0 = 1 şi c1 = -1. 
Avem în continuare 

)x,t(f)1k2cos()]t(T]1)1k2[()t(T[
0k

k
2'

k =+−++∑
∞

=
, 
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de unde se obţine 
Tk

’(t) + [(2k + 1)2 – 1]Tk(t) = ck(t). 
Va rezulta 

∫ −−+−=
t

0
k

)t](1)1k2[(
k d)(ce)t(T

2
τττ  

deci, T0(t) = t şi T1(t) = 
8
1e

8
1 t8 +− . 

 Soluţia problemei date va fi  

x3cos)1e(
8
1xcost)x,t(u t8 −+= − . 

 5.1.21. Să se rezolve următoarea problemă mixtă 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=
=
+=

+−+++
∂
∂

=
∂
∂ −

t)1,t(u
t)0,t(u

x2sin2xsin)x,0(u

t2)t21(xx3sinex2sint
x
u

t
u

2

t9
2

2 2

ππ

ππ π

  

unde 0t],1,0[x ≥∈ . 

Soluţie: Funcţia căutată ca soluţie a problemei mixte 
corespunzătoare ecuaţiei neomogene este de forma u = v + w, unde     
w(t, x) = t2 + x(t – t2), iar funcţia v verifică relaţiile 

⎪
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0)1,t(v
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v
t
v t9
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2 2

ππ

ππ π

 

 Pentru această problemă, căutăm soluţii de forma 

, la care se ajunge aplicând metoda Fourier sau a 

separării variabilelor pentru ecuaţia 

∑
∞

=
=

1k
k xksin)t(T)x,t(v π

2

2

x
v

t
v

∂
∂

=
∂
∂ , cu condiţiile la limită nule 

v(t, 0) = v(t, 1) = 0. Ţinând cont de relaţiile pe care le verifică funcţia v, 
va rezulta 
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⎩
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ck(t) = 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∉
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Soluţia problemei Cauchy anterioare este 

∫ −−− +=
t

0
k

)t(ktk
kk d)(ceea)t(T

2222
τττππ . 

Ţinând cont de valorile coeficienţilor ak şi ck obţinem 

∫∫ −−−−−−− +++=
t

0

9)t(9
t

0

)t(4t4t
k deedee2e)t(T

22222
τττ τπτπτπππ . 

După efectuarea calculelor, va rezulta că soluţia problemei mixte 
iniţiale este 

)tt(xtx3sinte
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16

1
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5.2. Probleme propuse   
5.2.1. Să se determine soluţia ecuaţiei coardei 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
∂
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2

 unde 0t],l,0[x ≥∈  

 Răspuns: Caz particular al problemei 5.1.2, cu h = l 

     ∑
∞

=
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+

=
1k

33 l
x)1k2(sin

l
at)1k2(cos

)1k2(
1l32)x,t(u ππ

π
. 
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5.2.2. Să se rezolve problema omogenă a oscilaţiilor libere ale 
coardei de lungime l, cu capetele fixate,  ştiind că vitezele inţiale ale 
punctelor sunt nule, iar deplasarea iniţială are forma liniei frânte OAB, 
unde punctele date au coordonatele O(0, 0), A(c, h) şi B(l, 0), c ∈ (0, l),   
h > 0. 

Răspuns: Ecuaţia coardei, împreună cu condiţiile  Cauchy – 
Dirichlet, este de forma 

⎪
⎪
⎪
⎪
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2

  unde 0t],l,0[x ≥∈ . 

iar soluţiile problemei sunt 

.
l
xnsin

l
tnacos

l
cnsin

n
1

)cl(c
hl2)x,t(u

1n
22

2

∑
∞

=−
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πππ
π

 

5.2.3. Rezolvaţi problema oscilaţiilor coardei de lungime l, fixată la 
capete, nesupusă la forţe exterioare, ştiind că în poziţia iniţială coarda este 
în repaus, iar viteza iniţială a punctelor coardei este 

0v)x,0(
t
u

=
∂
∂  = constantă, ∀ x ∈ [0, l] 

Răspuns: Problema coardei se scrie sub forma 

⎪
⎪
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 unde 0t],l,0[x ≥∈ . 

şi are soluţia 
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1
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5.2.4. Să se rezolve problema oscilaţiilor libere ale unei coarde 
vibrante omogene de lungime l, fixată la capete, ştiind că în poziţia 
iniţială coarda este în repaus, iar viteza iniţială a punctelor coardei este 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−∉

+−∈
−

=
∂
∂

]x,x[x,0

]x,x[x,
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π
 

unde 0 ≤  x0 - α <  x0 + α ≤  l, A ∈ R. 
 Răspuns:  

.
l
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l
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l
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a
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5.2.5. Să se afle soluţia ecuaţiei coardei 
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Răspuns:     ∑
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=
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1k
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k
8)x,t(u ππ
π

. 

5.2.6. Să se găsească soluţia problemei coardei 
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5.2.7. Să se determine soluţia ecuaţiei coardei 
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5.2.8. Să se afle soluţia ecuaţiei coardei 
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5.2.9. Să se rezolve problema mixtă a coardei vibrante: 
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5.2.10. Să se găsească soluţia problemei Cauchy 
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Răspuns:                     .t
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5.2.11. Să se găsească soluţia problemei Cauchy 
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Răspuns:                      .tx2t4che)x,t(u x2 +=

 
5.2.12. Să se rezolve următoarea problemă a propagării căldurii 

într-o bară 
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5.2.13. Să se determine soluţia problemei mixte pentru ecuaţia 
căldurii 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=
−=
+=
∂
∂

=
∂
∂

x2)x,0(u
1t)1,t(u
1t)0,t(u

x
ua

t
u

2

2
2

 unde 0t],1,0[x ≥∈  

Răspuns:  

.1tx2x)1n2sin(e
1n2

14)x,t(u
0n

ta)1n2( 222
∑
∞

=

+− ++−+
+

−= π
π

π  

5.2.14. Să se afle soluţia problemei 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=
=
=

=
∂
∂

−
∂
∂

),x(f)x,0(u
0)1,t(u
0)0,t(u

0
x
ua

t
u

2

2
2

 unde 0t],l,0[x ≥∈  

unde                            
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<<−

<<
=

lx
2
l,xl

2
lx0,x

)x(f  

Răspuns: .e
l

x)1n2(sin
)1n2(

)1(l4)x,t(u
0n

l
t)1n2(a

2

2

2
2

222

∑
∞

=

+
−+

+

−
=

π
π

π
 

5.2.15. Să se găsească soluţia ecuaţiei căldurii 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
==

−
∂
∂

=
∂
∂

1)x,0(u
0)l,t(u)0,t(u

u
x
u

t
u

2

2

 unde 0t],l,0[x ≥∈  
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Răspuns: ∑
∞

=

+
+

− +
+

=
1k

t]1
l

)1k2([

l
x)1k2(sine

1k2
14)x,t(u 2

22

π
π

π

 

5.2.16. Să se determine soluţia ecuaţiei căldurii 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−+=
+==

++
∂
∂

=
∂
∂ −

1xx)x,0(u
1t)1,t(u,t)0,t(u

1x2sine
x
u

t
u

2

t24
2

2

ππ

 unde 0t],1,0[x ≥∈  

Răspuns: 

∑
∞

=

−− −
−

+++=
1k

tk
3

k
t4 222

xeksin]
k
1

)k(
)1(2[2x2sintext)x,t(u ππ π

ππ
π . 

5.2.17. Să se determine funcţia armonică în discul unitate astfel 
încât pe frontiera acestui disc să ia valoarea sin2ϕ, ϕ ∈ [-π, π]. 

Răspuns: ϕϕ 2cosr
2
1

2
1),r(u 2−= . 

5.2.18. Rezolvaţi următoarea problemă a căldurii 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−=
==

+
∂
∂

=
∂
∂

xx)x,0(u
0),t(u)0,t(u

u4
x
u

t
u

2

2

2

π
π  unde 0t],,0[x ≥∈ π  

Răspuns: ∑
∞

=

−+− +
+

−=
0n

t]4)1n2[(
3 x)1n2sin(e

)1n2(
18)x,t(u

2

π
. 

5.2.19. Să se găsească soluţia problemei coardei 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
∂
∂

+=
+=+=

∂
∂

=
∂
∂

0)x,0(
t
u

1x)x,0(u
tt)1,t(u,1t)0,t(u

x
u

t
u

22
2

2

2

2

 unde 0t],1,0[x ≥∈  
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Răspuns:  

∑
≥

+
−+++

−
+

−
=

1k

2
22

k1k
xtx1txksin]tksin

k
)1(tkcos

k
)1([4)x,t(u ππ

π
π

π
  

5.2.20. Să se găsească soluţia problemei coardei 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
∂
∂

+=
=−=

∂
∂

=
∂
∂

0)x,0(
t
u

1x)x,0(u
t2)1,t(u,1t)0,t(u

x
u

t
u

2

2

2

2

 unde 0t],1,0[x ≥∈  

Răspuns:   

xtx1t

xksin}tksin
k

2)1(6tkcos
k

])1(1[4{)x,t(u
1k

22

kk

++−+

+
−−

+
−−

= ∑
≥

ππ
π

π
π  

 5.2.21. Să se rezolve următoarea problemă 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

xsin)x,0(
t
u

e)x,0(u
x
u

t
u

2x

2

2

2

2

 unde ∈≥ x,0t R 

Răspuns:  u(t, x) = ch2tx + sint sinx. 
22 txe +

5.2.22. Rezolvaţi problema propagării căldurii într-o bară de 
lungime infinită 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=
∂
∂

=
∂
∂

2x3)x,0(u
x
u

t
u

2

2

unde x ∈ R, t ≥ 0 

Răspuns: u(t, x) = 3x + 2. 
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5.2.23. Să se rezolve următoarea problemă  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=
∂
∂

=
∂
∂

1xx)x,0(u
x
u

t
u

36
2

2

unde x ∈ R, t ≥ 0 

Răspuns: u(t, x) = x6 + 30tx4 – x3 + 180 t2x2 – 6tx + 120t3 + 1. 
5.2.24. Rezolvaţi următoarea problemă mixtă 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
∂
∂

=

=
∂
∂

=

−
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

0)0,t(
x
u,0)1,t(u

3)x,0(
t
u,0)x,0(u

u
x
u

t
u2

t
u

2

2

2

2

  unde ∈≥ x,0t [0, 1] 

Răspuns: ∑
≥

−
++

+
=

0p
2

t

2 x)1p2cos(t)1p2sin(
)1p2(

e12)x,t(u ππ
π

. 

5.2.25. Să se determine soluţia următoarei probleme mixte 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
∂
∂

=
==

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

x)x,0(
t
u

2)x,0(u
0),t(u)0,t(u

x
u2

x
u

t
u2

t
u

2

2

2

2

π  unde 0t],,0[x ≥∈ π  

Răspuns:  

∑
≥

− −
+

−−
−=

0k
2

kk
xt kxsin}ktsin

k
)1(ktcos

k
]1)1[(2{e2)x,t(u

π
. 
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Capitolul 6. METODE OPERAŢIONALE PENTRU 
REZOLVAREA UNOR ECUAŢII DIFERENŢIALE ŞI 
SISTEME DE ECUAŢII DIFERENŢIALE  

 
6.1. Consideraţii teoretice 
O funcţie f : R → R (sau C) care satisface condiţiile: 

i. f(x) = 0 pentru x< 0 
ii. f este derivabilă pe porţiuni 

iii. există numerele reale M > 0 şi α ≥ 0 astfel încât 
xMe)x(f α≤ , 

 se numeşte funcţie original. 

Dacă f este o funcţie original, atunci cel mai mic număr α care 
satisface condiţia iii. se numeşte indicele de creştere al funcţiei f şi se 
notează cu c. 

Pentru o funcţie original f numim transformarea Laplace a funcţiei 
f operaţia de obţinere a funcţiei F: C→ C dată de  

.dxe)x(f)s(F
0

sx∫
∞

−=  

Domeniul de convergenţă este reprezentat de Dcf.  
 Transformarea Laplace a funcţiei f se mai notează şi cu 

∫
∞

−=
0

sxdxe)x(f)s)](x(f[L  

iar L  se numeşte operatorul de transformare Laplace.  

Operatorul de transformare Laplace se notează L [f(x)] = F(s). 
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Proprietăţi ale transformării Laplace directe şi ale 

transformării Laplace inverse 
P1. Liniaritatea 

L [αf(x) + βg(x)] = α L [f(x)] + β L [g(x)], ∀  α, β∈C. 

Domeniul de convergenţă Dcf ∩Dcg ⊆ Dc(αf + βg). 

P2. Translatarea funcţiei original în domeniul timp 
L [f(x - a)] = e-as L [f(x)], ∀ a > 0. 

Domeniul de convergenţă Dcf. 
P3. Translatarea imaginii în domeniul frecvenţei complexe 

(amortizarea funcţiei original) 
L [etx f(x)] = L [f(x)]|s→s-t, t∈C, Re s > c + Re t. 

Domeniul de convergenţă Dcf translatat la dreapta cu Re t. 
P4. Schimbarea scalei timpului 

L [f(
a
x )] = a L [f(x)]|s→as,∀ a > 0. 

Domeniul de convergenţă {s∈C| as ∈ Dcf} 
P5. Proprietatea de derivare a imaginii 

ds
d L [f(x)] = - L [xf(x)]  

n

n

ds
d L [f(x)] = (-1)n L [xnf(x)], t∈N* 

Domeniul de convergenţă Dcf. 
P6. Proprietatea de integrare a imaginii 

∫
∞

s
dp)]x(f[L = L [

x
)x(f ] 

Domeniul de convergenţă Dcf.  
P7. Transformarea derivatei de ordinul întâi şi de ordin superior a 

funcţiei original continue 
L [f’(x)] = sL [f(x)] – f(0) 
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L [f(k)(x)] = skF(s) – sk-1f(0) – sk-2f’(0) - ... – f(k-1)(0) 

Domeniul de convergenţă Dcf D⊆ cf’ ⊆ ... ⊆ Dcf(k). 
P8. Transformarea derivatei de ordinul întâi şi de ordin superior a 

funcţiei original cu salturi 

L [f’(x)] = sL [f(x)] – f(0) –  ∑
=

−q

1j

sjt
j e)t(fΔ

L [f(k)(x)] = skF(s) – sk-1f(0) – sk-2f’(0) – ... – f(k-1)(0) –  

- sk-1 ∑
=

−0q

1j

sj0t
j0 e)t(fΔ - sk-2 ∑

=

−1q

1j

sj1t
j1 e)t('fΔ - ... – 

- ∑
−

=

−−
−

−
1kq

1j

sj,1kt
j,1k

)1k( e)t(fΔ . 

Domeniul de convergenţă Dcf D⊆ cf’ ⊆ ... ⊆ Dcf(k). 
P9. Transformarea integralei originalului 

L [ ] = ∫
x

dt)t(f
0 s

1 L [f(x)] 

Domeniul de convergenţă Dcf ∩ {s ∈C| Re s > 0}. 

P10. Transformarea unei funcţii periodice f cu perioada T ∈ N*  

.dxe)x(f
e1
1)]x(f[

T

0

sx
sT ∫

−

−
=L  

P11. Formula lui Duhamel 

sL [f(x)] L [g(x)] = L [f(x)g(0) + ] ∫ −
x

0
dt)tx(g)t(f

Domeniul de convergenţă Dcf ∩Dcg ⊆ Dcf·g. 
P12. Teorema valorii iniţiale 

∞→s
lim sL [f(x)] = f(0) 

∞→s
lim s[skF(s) - sk-1f(0) - ... - sf(k-2)(0) - f(k-1)(0)] = f

0t
0t

lim
>
→

(k)(t) 

 



 
Ecuaţii diferenţiale şi cu derivate parţiale prin exerciţii şi probleme 164

P13. Proprietatea produsului de convoluţie  
L [(f∗g)(x)] = L [f(x)] L [g(x)], 

unde (f∗g)(x) = .  ∫ −
x

0
dt)tx(g)t(f

Domeniul de convergenţă Dcf ∩Dcg ⊆ Dcf·g. 

P14. Transformarea produsului funcţiilor original (convoluţia 
complexă) 

L [f(x)g(x)] = ∫
∞+

∞−

−
ia

ia
dz)zs(G)z(F

i2
1
π

. 

Domeniul de convergenţă Dcf ∩Dcg translatat la dreapta cu a. 
P15. Transformarea Laplace inversă 

f(x) = L -1[F(s)] = ∫
∞+

∞−

ia

ia

sxdse)s(F
i2

1
π

 = { }∑
k

f
k

st p,e)s(FzRe , 

unde { }f
kp k reprezintă mulţimea polilor sau punctelor singulare 

esenţiale izolate ale imaginii F(s). 
 
6.2. Probleme rezolvate legate de transformarea Laplace 

directă şi de transformarea Laplace inversă 
6.2.1. Să se determine transformatele Laplace ale funcţiilor f:R→R, 

definite prin: 

a) f(x) = u(x);                            d)  
⎩
⎨
⎧

≥
<

=
0

00
x,xsin

x,
)x(f

b) 
⎩
⎨
⎧

≥
<

=
0
00

x,e
x,

)x(f x                   e)   
⎩
⎨
⎧

≥
<

=
0

00
x,xcos

x,
)x(f

c) 
⎩
⎨
⎧

≥
<

=
0x,e

0x,0
)x(f xα   α ∈ R 

Soluţie: Trebuie demonstrat, în primul rând, că aceste funcţii 
satisfac cerinţele impuse unei funcţii original, după care se poate trece la 
aplicarea definiţiei transformării Laplace. 
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a) Primele două proprietăţi ale funcţiei original sunt evidente, iar a 
treia este satisfăcută astfel: 

,Me1)x(u cx==  cu M = 1 şi c = 0. 

În plus, calculăm astfel pentru s = p + iq, p > c 
b) Primele două proprietăţi ale funcţiei original sunt evident 

satisfăcute. Pentru a treia proprietate, avem: 

⎢ex ⎢≤ Mecx cu M = 1 şi c = 1. 

 Atunci putem calcula, pentru s = p+ iq , p > c = 1, 

1s
1

0
ee

s1
1

0
e

s1
1dxedxee]e[

iqxx)p1(

x)s1(

0

x)s1(

0

sxxx

−
=

∞
−

=

=
∞

−
===

−−

−
∞

−
∞

− ∫∫L
 

c) Primele două proprietăţi ale funcţiei original sunt evidente, iar în 
ceea ce priveşte indicele de creştere al funcţiei f, observăm că pentru 
α∈R avem 

⎩
⎨
⎧

=<
=≥

≤
0c,deci,0pentru,e

c,deci,0pentru,e
x0

cx

α
ααα . 

 Calculând, obţinem 

α
αα

−
== ∫

∞
−

s
1dxee]e[

0

sxxxL  

d) Primele două proprietăţi ale funcţiei original sunt evidente, iar 
indicele de creştere se obţine având în vedere că 

⎢sin x ⎢≤ 1 = Me0x , deci M = 1 şi c = 0. 
 Atunci,  integrând prin părţi, obţinem: 

]x[sins1)dxxesins
0

xe(sins1dxxecoss1

dxxecoss
0

xecosdxxesin]x[sin

2

0

sxsx

0

sx

0 0

sxsxsx

L

L

−=+
∞

−=−=

=−
∞

−==

∫∫

∫ ∫

∞
−−

∞
−

∞ ∞
−−−
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Rezultă 

 2s1
1]x[sin
+

=L  

e) Funcţia satisface toate condiţiile cerute pentru o funcţie original, 
având M = 1 şi c = 0, din aceleaşi motive ca şi funcţia de la d). Integrând 
prin părţi se obţine 

.
1s

sdxxecos]x[cos 2
0

sx

+
== ∫

∞
−L  

6.2.2. Să se determine transformatele Laplace ale funcţiilor: 

a)   ,xcos,xsin ωω  pentru ω >  0; 
b)   x, x2, xn, x sin x, x cos x, x ex, x2 ex; 

c)   sh x, ch x, sh ωx, ch ωx. 
Soluţie: a) Cu ajutorul proprietăţii de asemănare se obţine: 

22s
ss]x[sin1]

1
x[sin]x[sin

ω
ω

ωω
ω

ω
+

=
→

== LLL  

22s
sss]x[cos1]

1
x[cos]x[cos

ωωω
ω

ω
+

=
→

== LLL . 

b) Din proprietatea de derivare a imaginii rezultă, ţinând cont că  

s
1]1[ =L  şi 

1s
1]e[ x

−
=L , că 

2s
1)

s
1(

ds
d]1x[]x[ =−=⋅= L  

332
2

s
!2

s
2)

s
1(

ds
d]x[

ds
d]xx[]x[ ==−=−=⋅= LLL  

43
223

s
!3)

s
!2(

ds
d]x[

ds
d]xx[]x[ =−=−=⋅= LLL  

Prin inducţie matematică se demonstrează cu uşurinţă că, pentru    
n ∈ N, are loc 
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1n
n

s
!n]x[
+

=L  

Pentru funcţiile următoare avem: 

222 )1s(
s2)

1s
1(

ds
d]x[sin

ds
d]xsinx[

+
=

+
−=−= LL  

22

2

2 )1s(
1s)

1s
s(

ds
d]x[cos

ds
d]xcosx[

+

−
=

+
−=−= LL  

2
xx

)1s(
1)

1s
1(

ds
d]e[

ds
d]xe[

−
=

−
−=−= LL  

32
xx2

)1s(
2)

)1s(
1(

ds
d]xex[

ds
d]ex[

−
=

−
−=⋅−= LL . 

c) Pentru funcţiile hiperbolice vom folosi formele lor exponenţiale 
împreună cu proprietatea de liniaritate a transformatei Laplace. 
 Avem deci 

2
eechx,

2
eeshx

xxxx −− +
=

−
=  

1s
1)

1s
1

1s
1(

2
1])e[]e[(

2
1]shx[ 2

xx

−
=

+
−

−
=−= −LLL  

1s
s)

1s
1

1s
1(

2
1])e[]e[(

2
1]chx[ 2

xx

−
=

+
+

−
=+= −LLL  

22s
)

s
1

s
1(

2
1]xsh[

ω
ω

ωω
ω

−
=

+
−

−
=L  

22s
s)

s
1

s
1(

2
1]xch[

ωωω
ω

−
=

+
+

−
=L . 

6.2.3. Să se determine transformatele Laplace L [f(x)] pentru 
următoarele funcţii: 

a)  
x

xsin ;       b)  xsineax ω ; 

c)  xsinx ω ;   d)  .xsinxeax ω  
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Soluţie: a) Aplicând proprietatea transformatei câtului obţinem: 

arctgs
2s

parctgdp
1p

1dp]x[sin]
x

xsin[
s s

2 −=
∞

=
+

== ∫ ∫
∞ ∞ πLL  

b) Folosind proprietăţile de deplasare în complex şi de asemănare, 
deducem succesiv: 

2222

ax

)as(asss

ass
ss]x[sin1

ass
]x[sin]xsine[

ω
ω

ω
ω

ωω
ωω

+−
=

−→+
=

=
−→→

=
−→

= LLL
 

c) Folosim proprietatea de derivare a imaginii şi rezultatul din 
problema precedentă. Astfel,  

22222 )s(
s2

sds
d]x[sin

ds
d]xsinx[

ω
ω

ω
ωωω

+
=

+
−=−= LL  

d) Asupra rezultatului de la b) vom aplica derivarea imaginii, 
obţinând: 

222

22
axax

])as[(
)as(2

]
)as(

[
ds
d]xsine[

ds
d]xsinxe[

ω
ω

ω
ωωω

+−
−

=

=
+−

−=−= LL
 

6.2.4. Să se calculeze transformatele Laplace pentru următoarele 
funcţii: 

a)  axsin 2 , a ∈R, x > 0 

b)  sin ax cos bx , a, b ∈ R, x >  0  

c)  sin3 x , x > 0. 

Soluţie: a) Deoarece 
2

ax2cos1axsin2 −
= , obţinem 

0x,Ra,
)a4s(s

a2
)a4s(2

s
s2

1]ax2[cos
2
1)]x(u[

2
1]ax[sin

22

2

22
2

>∈
+

=

+
−=−= LLL
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b) Folosim formula ]x)basin(x)ba[sin(
2
1bxcosaxsin −++=  

şi avem atunci 

].
)ba(s

ba
)ba(s

ba[
2
1

]]x)basin(x)ba[sin([
2
1]bxcosax[sin

2222 −+
−

+
++

+
=

=−++= LL
 

c) Deoarece )x3sinxsin3(
4
1xsin3 −= , avem 

9s
3

4
1

1s
1

4
3]x3[sin

4
1]x[sin

4
3]x[sin 22

3

+
−

+
=−= LLL . 

6.2.5. Să se afle imaginea Laplace pentru fiecare dintre funcţiile 
următoare: 

a) ;     b) ; ∫
x

0
tdtsin ∫

x

0
tdtsint

c) ;  d) . ∫
x

0

2 tdtcos ∫ −
x

0

t32 dtet

Soluţie: Se foloseşte, în toate cazurile, proprietatea de transformare 
a integralei originalului şi avem atunci: 

a) 
)1s(s

1]x[sin
s
1]tdtsin[ 2

x

0 +
==∫ LL ; 

b) 2222

x

0 )1s(
2

)1s(s
s2]xsinx[

s
1]tdtsint[

+
=

+
==∫ LL ; 

c) =
+

==∫ ]
2

x2cos1[
s
1]x[cos

s
1]tdtcos[ 2

x

0

2 LLL  

   
)4s(s

2s)
4s

s
s
1(

s2
1

2

2

2 +
+

=
+

+= ; 
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d) === +→
−−∫ 3ss

22x3
x

0

t32 ]x[
s
1]xe[

s
1]dtet[ LLL  

   33ss3 )3s(s
2)

s
2(

s
1

+
== +→ . 

6.2.6. Să se determine transformata Laplace a funcţiilor: 

a)  ∫ −=
x

0

nt2
1 dt)tx(e)x(f

b)  ∫ −=
x

0

at
2 dt)tx(bcose)x(f

Soluţie: Se observă că ambele funcţii sunt de forma produsului de 
convoluţie. Aplicând proprietatea că transformata Laplace a produsului 
de convoluţie a două funcţii este produsul transformatelor Laplace ale 
celor două funcţii, găsim că: 

0n,
s

!n
2s

1]x[]e[]xe[)]x(f[ 1n
nx2nx2

1 ≥
−

=⋅=∗=
+

LLLL  

22
axax

2 bs
s

as
1]bx[cos]e[]bxcose[)]x(f[

+−
=⋅=∗= LLLL . 

6.2.7. Să se expliciteze funcţia cu graficul următor şi să se 
determine imaginea sa Laplace. 

a 

a 

2a O x 

y 

 
Soluţie: Căutăm formula funcţiei f cu ajutorul funcţiei unitate u, 

folosind funcţia impuls între α şi β, cu valorile 

σ(x,α,β) = u(x-α) – u(x-β), x∈R, β > α > 0.  

Pentru x∈(0, a], y = x, α = 0, β = a, avem y = x[u(x) – u(x-a)].  
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Pentru x∈[a, 2a] obţinem y = (-x+2a)[u(x-a) – u(x-2a)], deci 
f(x) = x[u(x) – u(x-a)] + (-x+2a)[u(x-a) – u(x-2a)] = xu(x) – 2(x-a)u(x-a) 

+ (x-2a)u(x-2a). 
Atunci  

],x[e]x[e2]x[)]x(f[ as2as LLLL −− +−=  

adică 

.)e1(
s
1

s
e

s
e2

s
1)]x(f[ 2as

22

as2

2

as

2
−

−−
−=+−=L  

6.2.8. Să se calculeze valoarea integralei 

∫
∞ −−

≠>>
−

=
0

bxax
.0,0b,0a,xdxsin

x
eeI ωω  

Soluţie: Integrala este convergentă. Distribuind numitorul vom 
obţine: 

.aarctgbarctg

ds
)bs(

ds
)as(

ds]xsine[

ds]xsine[xdxsin
x

exdxsin
x

eI

0
22

0
22

0

bx

0 0

ax
bx

0

ax

ωω

ω
ω

ω
ωω

ωωω

−=

=
++

−
++

=−

−=−=

∫∫∫

∫ ∫∫
∞∞∞

−

∞ ∞
−

−∞ −

L

L

 

6.2.9. Să se determine valoarea integralei 

∫
∞

>
+

=
0

22 .0a,dx
)ax(x

txsin)t(I  

Caz particular t = 1. 
Soluţie: Aplicăm asupra integralei I (t) operatorul L, schimbăm 

ordinea de integrare, x devenind parametru, şi recunoaştem imaginile 
Laplace obţinute:  
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∫

∫∫

∫ ∫ ∫∫

∞

∞∞

∞ ∞ ∞
−−

∞

+
−=

+
−

+−
=

=
++

=
+

=

=
+

=
+

=

0
2222222

0
2222

0
22

0 0 0

st
22

st
22

0

),
as

1
s
1(

a2
dx)

sx
1

ax
1(

as
1

dx
xs

x
)ax(x

1dx]xt[sin
)ax(x

1

dx)dtxtesin(
)ax(x

1dte)
)ax(x

txdxsin()]t(I[

π

L

L

 

deci 

]e1[
a2

)]t(I[ at
2

−−= LL π  

şi atunci avem 

).e1(
a2

)t(I at
2

−−=
π  

Pentru t = 1, obţinem 

).e1(
a2

)1(I a
2

−−=
π  

  
6.2.10. Calculaţi valorile integralelor lui Fresnel 

∫
∞

=
0

2
1 dxxsinI  şi ∫

∞
=

0

2
2 dxxcosI . 

 Soluţie: Considerăm funcţia 0t,dxtxsin)t(I
0

2
1 >= ∫

∞
, care este o 

funcţie original, şi aplicăm transformarea Laplace: 

.dx
sx

xdx]tx[sin

dtdxetxsindte)dxtxsin()]t(I[

0
24

2

0

2

0 0

st2

0

st

0

2
1

∫∫

∫ ∫∫ ∫
∞∞

∞∞
−

∞
−

∞

+
==

===

L

L

 

 Pentru calculul ultimei integrale, descompunem numitorul şi o 
scriem ca sumă de două integrale. Atunci 
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.
s22

)
4242

(
s22

1

]
s

s2xarctg)ss2xxln(
2
1[

s22
1

]
s

s2xarctg)ss2xxln(
2
1[

s22
1

]
ss2xx

dx
2

s2)ss2xxln(
2
1[

s22
1

]
ss2xx

dx
2

s2)ss2xxln(
2
1[

s22
1

)
ss2xx

xdx
ss2xx

xdx(
s22

1)]t(I[

0
0

2

0
0

2

0
20

2

0
20

2

0
2

0
21

πππππ
=−++=

=
+

−+++

+
−

++−=

=
++

−+++

+
+−

++−=

=
++

−
+−

=

∞
∞

∞
∞

∞∞

∞∞

∞∞

∫

∫

∫∫L

 

 S-a obţinut, prin urmare,  

]
t

1[
22s22s22

)]t(I[ 1 LL ππππ
=== . 

Va rezulta atunci 
t22

)t(I1
π

= . Particularizând pentru t = 1, se va obţine 

22
dxxsinI

0

2
1

π
== ∫

∞
.  

În mod analog rezultă şi   

22
dxxcosI

0

2
2

π
== ∫

∞
. 

6.2.11. Să se calculeze valoarea integralei 

∫
∞

∞−

−= dxeI
2x . 
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Soluţie: Calculăm mai întâi valoarea integralei . 

Pentru aceasta considerăm funcţia 

∫
∞

−=
0

x dxeJ
2

0t,dxe)t(J
0

tx 2
>= ∫

∞
− , care este o 

funcţie original. Aplicând transformarea Laplace, va rezulta 

.
s2s

xarctg
s

1

sx
dxdx]e[dxdtee)]t(J[

0

0
2

0

tx

0 0

sttx 22

π
==

=
+

===

∞

∞∞
−

∞∞
−− ∫∫∫ ∫ LL

 

Atunci se obţine  

]
t

1[
2s2

)]t(J[ LL πππ
== , 

de unde va rezulta 
t2

)t(J π
=  şi, particularizând pentru t = 1, vom 

obţine 

2
dxe

0

x 2 π
=∫

∞
−  şi π=∫

∞

∞−

− dxe
2x . 

 
6.3. Probleme propuse, în a căror rezolvare se foloseşte 

transformata Laplace 
6.3.1. Să se determine transformatele Laplace ale următoarelor 

funcţii: 
a) 7e2x ;  b) cos2x + sin2x ;  c) ex(x - sinx) ;  d) (x + ex)3  

Răspuns: a) 
2s

7
−

; b) 
4s

2s
2 +
+ ; c) 24 )1s()1s(

1
−+−

;  

                d) 
3s

1
)2s(

3
)1s(

6
s
6

234 −
+

−
+

−
+ .   
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6.3.2. Determinaţi L [f(x)] pentru funcţiile: 

a)  xcoseax ω ; 

b)  C. ∈> a,0,xcheax ωω

Răspuns: a) 22)as(
as
ω+−

− ;  b) .
)as(

as
22 ω−−

−
 

6.3.3. Să se determine L [f(x)] pentru funcţiile: 

a)  x cosωx, ω >  0 ; 

b)  x chωx, ω >  0. 

Răspuns: a) 222

22

)s(
s

ω
ω

+
− ; b) .

)s(
s

222

22

ω
ω

−

+
 

6.3.4. Să se determine L [f(x)] pentru funcţiile: 

               a)  x eax cosωx, ω >  0 ; 

               b)  x eax chωx, ω > 0, a∈C. 

Răspuns: a) 222

22

])as[(
)as(

ω
ω

+−
−− ;  b) .

])as[(
)as(

222

22

ω
ω

−−

+−
 

6.3.5. Să se calculeze transformatele Laplace pentru funcţiile: 
    a)  cos2 ax;      b)  cos ax cos bx;      c)  sin ax sin bx; 

    d)  cos3 x;       e)  cos6 x,  pentru x >  0 şi a, b ∈ R. 
Răspuns: 

a) 
)a4s(s

a2s
22

22

+
+ ; b) ]

)ba(s
s

)ba(s
s[

2
1

2222 −+
+

++
; 

c)  ]
)ba(s

s
)ba(s

s[
2
1

2222 ++
−

−+
; 

d) Se foloseşte relaţia )xcos3x3(cos
4
1xcos3 += ; 

e)  Se foloseşte relaţia  .)x(cosxcos 236 =
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6.3.6. Să se calculeze transformata Laplace a funcţiei  fk, unde        
k = 1, 2, 3, 4: 

a) ;    b) ; ∫=
x

0
1 tdtcos)x(f ∫=

x

0
2 tdtcost)x(f

c) ; d)  ∫=
x

0

2
3 tdtcos)x(f ∫ −=

x

0

t22
4 .dtet)x(f

Răspuns: a) 
1s

1
2 +

; b) 22

2

)1s(s
1s

+
− ; c) 

)4s(s
2s

22

2

+

+ ; d) .
)2s(s

2
3+

 

6.3.7. Să se calculeze transformata Laplace a funcţiei f(x) = ln x, 
unde x > 0. 

Răspuns: Plecând de la egalitatea  obţinem ')xxlnx(xln −=

,
s
K

s
sln]x[ln −−=L  

unde K = F(1) = 0,57721…, pentru F(s) = L[lnx](s). 

6.3.8. Pentru fiecare dintre perechile de funcţii definite pe R 
a)  f0(x) = x2,  f1(x) = x2u(x), 
b)  g0(x) = (x-3)2,  g1(x) = (x-3)2u(x-3) 

se cere să se reprezinte grafic în acelaşi sistem de coordonate, să se 
precizeze care din ele este funcţie original şi să se determine transformata 
Laplace a fiecărei funcţii original găsite. 

Răspuns:  f1 şi g1 sunt funcţii original şi se obţine 

.
s
2e)]x(g[,

s
2)]x(f[ 3

s3
131

−== LL  

6.3.9. Să se expliciteze următoarele funcţii original, să se reprezinte 
grafic şi să se determine transformatele Laplace, u fiind treapta unitate: 

a)  f1(x) = x2u(x), 
b)  f2(x) = (x-a)2u(x-a), 

c)  f3(x) = x2u(x-a), unde a > 0. 

Răspuns: a) 3s
2 ;  b) 3

as

s
2e− ;  c) .

s
saas22

e 3

22
as ++−  
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6.3.10. Să se reprezinte grafic funcţiile original f şi g şi să se 
calculeze imaginea Laplace dacă: 

a)  f(x) = x3[u(x-1) – u(x-2)]; 
b)  g(x) = x[u(x) – u(x-1)] + (-x+2)[u(x-1) – u(x-2)]. 

Răspuns: 

a) s2
234

s
234 e)

s
8

s
12

s
12

s
6(e)

s
1

s
3

s
6

s
6( −− +++−+++ ; 

b)  .)e1(
s
1 2s
2

−−  

6.3.11. Să se reprezinte folosind treapta unitate legea de definiţie a 
următoarelor funcţii original, calculând şi imaginile lor Laplace: 

a) 
⎩
⎨
⎧

≥−
<

=
2x,2x

2x,0
)x(f1 ;   b) 

⎩
⎨
⎧

≥
<

=
2x,x
2x,0

)x(f2                        

c) 
⎩
⎨
⎧

≥+
<

=
0x,2x

0x,0
)x(f3  

Răspuns: 

a) 
2

s2
1

1

s
1e)]x(f[

)2x(u)2x()x(f
−=

−−=

L  ;       b)    
)

s
2

s
1(e)]x(f[

)2x(xu)x(f

2
s2

2

2

+=

−=

−L
; 

c)  
.

s
2

s
1)]x(f[

)x(u)2x()x(f

23

3

+=

+=

L
 

6.3.12. Determinaţi funcţiile fi ale căror transformate Laplace sunt 
funcţiile Fi, i = 1,7. 

F1(s) = 3

2

s
4s +  ; F2(s) = 

s4s
7)1s)(1s7(

3 +
+−+ ; F3(s) = 

4)3s(
16)3s(7

2 +−
+− ; 

 

F4(s) = 
25)4s(

1s6
2 −+
− ; F5(s) = 

)5s4s)(1s(
14s13s5

2

2

+++
++ ; 
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F6(s) = 
26s8s2

8s
2 ++

+  ; F7(s) = 
19s6s9

3s9
2 ++

+ . 

Răspuns:  

f1(x) = 2x2 + 1;  f2(x) = 
2
11 cos2x – 3sin2x +

2
3  ; 

f3(x) = e3x (7cos2x + 8sin2x);  f4(x) = 
2

e11e x9x −+ ; 

f5(x) = e-2x(2cosx – 5sinx) + 3e-x;  f6(x) = )x3sinx3cos
2
1(e x2 +− ; 

f7(x) = x2cose 3
x

−
. 

6.3.13. Să se determine transformatele Laplace ale funcţiilor: 

a)  ∫ −=
x

0

at
1 dt)tx(bcose)x(f

b)  ∫ >= −
x

0

tx
2 .0x,tdt3sine)x(f

Răspuns: a) 42 s
!3

4s
2
+

;  b) .
1s

1
9s

3
2 −+

 

6.3.14. Să se calculeze valoarea integralei: 

∫
∞ −−

>>
−

=
0

bxax
.0b,0a,dx

x
eeI  

Răspuns: .
a
blnds]e[ds]e[I

0

bx

0

ax =−= ∫∫
∞

−
∞

− LL  

 
6.3.15. Să se calculeze integralele: 

∫
∞

=
0

1 dx
x

xsinI ;   ∫∫
−∞

=
x

0

x

0
2 dy

y
ysinedxI ; 

∫
∞

≠>>
−

=
0

3 ab,0b,0a,dx
x

bxcosaxcosI ; 
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∫
∞

≠>>
−

=
0

44

4 ba,0b,0a,dx
x

bxsinaxsinI ; 

∫
∞

≠>>=
0

5 ba,0b,0a,dx
x

bxsinaxsinI ; 

∫
∞

≠>>=
0

6 ba,0b,0a,dx
x

bxcosaxsinI ; 

∫
∞

=
0

2

2

7 dx
x

xsinI ; ∫
∞

>=
0

4

4

8 0t,dx
x

txsinI ; 

∫
∞

>
+

=
0

29 0t,dx
1x

txcosI ; ∫
∞

>
+

−
=

0
22

22

10 .0t,dx
x
txsin

ax
axI  

Răspuns: ,
2

I1
π

=  ,
4

I2
π

=  
a
blnI3 =  ,

a
bln

8
3I4 =  

,
)ba(
)ba(ln

4
1I 2

2

5
−

+
=  ,

2
I6

π
=  ,

2
I7

π
=  ,

3
I8

π
=  ,

e2
I t9

π
=  

.0t),
2
1e(I at

10 >−= −π  

6.3.16. Să se determine funcţia original a cărei transformată 
Laplace este: 

a) 24

3

1
ss

1s4s6)s(F
+

++
= ; 

b) 222 )1s(
1)s(F
+

= ;   

c) 22

2

3 )1s(
1s3)s(F

+
−

= ; 

d) 224
)1s(

s3)s(F
+

= ; 

e) 325 )1s(
1)s(F
+

= ; 
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f) 0a,
)as(

as)s(F 222

22

6 >
−
+

= ; 

g) 
)3s)(2s()1s(

5s18s)s(F 3

2

7
−−−

+−
= . 

Răspuns: a) Se descompune F1(s) în fracţii simple, obţinând: 

1s
1

1s
s2

s
4

s
1

1s
1s2

s
4

s
1)s(F 222221

+
−

+
++=

+

−
++=  

şi folosind tabelele transformatelor Laplace găsim: 
.xsinxcos24x)x(f1 −++=  

b) Avem 
'

2222

2

222 1s
s

2
1

1s
1

2
1

)1s(
1s

2
1

1s
1

2
1

)1s(
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+
=

+
−

−
+

=
+

 

Atunci f2(x) = xcosx
2
1xsin

2
1

− . S-a ţinut cont de faptul că 

ds
d

1s
s '

2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
L [cos x] = - L [x cos x]. 

Propunem şi o altă metodă de rezolvare, folosind proprietatea 
produsului de convoluţie 

L [(f∗g)(x)] = L [f(x)] L [g(x)], 

unde (f∗g)(x) = .  ∫ −
x

0
dt)tx(g)t(f

Considerăm f(x) = g(x) = L -1[
1s

1
2 +

] = sinx. Avem 

2

2 1s
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
= (L [sin x])2 = L [sin x]L [sin x] = L [sin x∗sin x]. 

Atunci 

f2(x) = )xcosxx(sin
2
1dt]xcos)xt2[cos(

2
1dt)txsin(tsin

x

0

x

0
−=−−=− ∫∫  

Analog se obţin şi celelalte funcţii original: 
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  c) xsinxcosx2)x(f3 +=  

  d) xsinx
2
3)x(f4 =  

  e) xcos
8
x3xsin

8
x3)x(f

2

5 −
−

=  

  f)  xchax)x(f6 =

g) f7(x) = ex (-3x2 – 17x - 22) + 27e2x – 5e3x

  
6.4. Rezolvarea problemei Cauchy pentru ecuaţii diferenţiale 

liniare 
6.4.1. Să se integreze ecuaţia diferenţială 

x3e3)x(y4)x('y6)x(''y2 =+−  

cu condiţiile 1)0('y,1)0(y −= . 

Soluţie: Avem 
1)]x(y[s)0(y)]x(y[s)]x('y[ −=−= LLL  

1s)]x(y[s)0('y)0(sy)]x(y[s)]x(''y[ 22 +−=−−= LLL  

aplicând transformarea Laplace asupra ecuaţiei obţinem succesiv: 

]e[3)]x(y[4)]x('y[6)]x(''y[2 x3LLLL =+−  

3s
3)]x(y[4}1)]x(y[s{6}1s)]x(y[s{2 2

−
=+−−+− LLL  

8s2
3s

3)4s6s2)](x(y[ 2 −+
−

=+−L  

3s
1

4
3

2s
1

2
7

1s
1

4
15

)3s)(2s)(1s(2
27s14s2)]x(y[

2

−
+

−
−

−
=

−−−
+−

=L  

de unde, prin transformarea inversă, se obţine  

x3x2x e
4
3e

2
7e

4
15)x(y +−= . 

6.4.2. Să se rezolve următoarea problemă Cauchy: 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=+−

1)1('y
1)1(y

)x(fy2'y2''y
 

unde f este o funcţie original. 
Soluţie: Facem schimbarea de variabilă x - 1 = t, deci x = t + 1. 

Notăm y(t + 1) cu y(t) şi obţinem: 

dx
dy

dt
dx

dx
dy

dt
dy

=⋅=  

2

2

2

2
2

2

2

2

2

dx
yd

dt
xd

dx
dy)

dt
dx(

dx
yd

dt
yd

=⋅+⋅=  

deci )x("y)t("y),x('y)t('y == , aplicând notaţia de mai sus. Atunci 
problema devine 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

+=+−

1)0('y
1)0(y

)1t(fy2'y2''y
 

Aplicând transformarea Laplace, găsim ecuaţia 

,1s)]1t(f[)]t(y[)2s2s( 2 −++=+− LL  

ceea ce conduce la  

)]1t(f[
1)1s(

1
1)1s(

1s

)]1t(f[
2s2s

1
2s2s

1s)]t(y[

22

22

+
+−

+
+−

−
=

=+
+−

+
+−

−
=

L

LL
 

deci    

)]]x(f[
1)1s(

1[tcose)t(y 2
1t LL

+−
+= −  

Folosind proprietatea produsului de convoluţie pentru L -1 obţinem: 

∫ −++=
t

0

t d)1t(fsinetcose)t(y ττττ  

iar dacă revenim la x ajungem la soluţia: 
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∫
−

− −+−=
1x

0

1x d)x(fsine)1xcos(e)x(y ττττ . 

6.4.3. Să se determine soluţia problemei Cauchy pentru următoarea 
ecuaţie diferenţială liniară cu coeficienţi variabili. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

=−+

1)0('y
0)0(y

0)x(y)x('xy)x(''y
 

Soluţie: Aplicând transformarea Laplace şi notând   
Y(s)=L [y(x)] 

obţinem succesiv 
0)]x(y[)]x('xy[)]x("y[ =−+ LLL  

s
1)s(Y

s
2s)s('Y

01)s(Y)2s()s('sY
2

2

−=
−

−

=+−−
 

ceea ce este o ecuaţie diferenţială liniară şi neomogenă, cu soluţia 

2

2
s

s
Ce1)s(Y

2

+
=  

Din condiţia  rezultă c = 0 şi deci 0)s(Ylim
s

=
∞→ 2s

1)s(Y = , ceea ce 

înseamnă, aplicând transformarea inversă, că x)x(y = . 

 
6.5. Rezolvarea problemei Cauchy pentru sisteme de ecuaţii 

diferenţiale liniare 
6.5.1. Să se integreze sistemul de ecuaţii diferenţiale cu funcţiile 

necunoscute y = y(x) şi z = z(x) 

⎩
⎨
⎧

=++
=++

0z6y2z
0z4y4y

'

'
 

cu condiţiile iniţiale 
.15)0(z,3)0(y ==  

Soluţie: Aplicăm transformarea Laplace şi, notând  
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Y(s)=L  [y(x)], Z(s)= L  [z(x)], obţinem 

⎩
⎨
⎧

=++
=++

.15)s(Z)6s()s(Y2
3)s(Z4)s(Y)4s(

 

De aici rezultă 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
+

+
=

++
+

=

+
+

+
−

=
++

−
=

.
8s

11
2s

4
)8s)(2s(

54s15)s(Z

8s
11

2s
8

)8s)(2s(
42s3)s(Y

 

Aplicând transformarea inversă găsim soluţia 

.e11e4)x(z

e11e8)x(y
x8x2

x8x2

−−

−−

+=

+−=
 

6.5.2. Să se integreze sistemul de ecuaţii liniare, neomogene, cu 
coeficienţii variabili 

⎩
⎨
⎧

=−
−=− −

xsin'z"xy
xexcos3"z3"y3 x

 

cu condiţiile 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
=
=
−=

,0)0('z
4)0(z
2)0('y
1)0(y

 

unde y = y(x) şi z = z(x). 

Soluţie: Notând Y = L  [y(x)] şi Z = L  [z(x)], prin aplicarea 
transformatei Laplace asupra sistemului de ecuaţii obţinem succesiv: 

2sYs)]x("y[ 2 −+=L  

s4Zs)]x("z[ 2 −=L  

.1'YssY2]"Y[
ds
d)]x("xy[ 2 −−−=−= LL  

Sistemul devine 
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
=+−−−

+
−

+
=−+−

.
1s

13sZYssY2

)1s(
1

1s
s36s15Zs3Ys3

2
2

22
22

 

Exprimând pe Z din a doua ecuaţie şi introducând în prima ecuaţie 
rezultă 

.
)1s(s3

1
s
2

s
2Y

s
3'Y

)
1s

13'YssY2(
s
1Z

2323

2
2

+
−−=+

+
−+−−=

 

Ecuaţia în Y este liniară şi neomogenă şi, aplicînd metoda clasică 
de integrare deducem 

.
)1s(s3

1
s
1

s
2

s
c]

)1s(3
1ss2c[

s
1)s(Y 323

2
3 +

+−+=
+

+−+=  

După ce se descompune ultima fracţie în fracţii simple, Y(s) se 
aduce la forma 

,
1s

1
3
1

s
1

3
2

s
1

3
5

s
1

3
1c3)s(Y 23 +

−−+
+

=  

de unde, prin operatorul invers L -1, găsim 

.e
3
1

3
2x

3
5x

6
1c3)x(y x2 −−−+

+
=  

Derivând acum Y(s), obţinem 

2234 )1s(3
1

s3
2

s3
10

s
1c3)s('Y

+
++−

+
−=  

şi introducând aceasta în expresia lui Z(s), rezultă 

,
)1s(s

1
)1s(3

s
)1s(3

2
s3

11
s3

1c3)s(Z 223 +
−

+
−

+
++

+
=  

sau, după descompunerea ultimei fracţii în fracţii simple, 

,
1s

s
s
1

)1s(s
1

2 +
−=

+
 

aceasta devine 
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.
1s

s
)1s(3

1
)1s(3

1
s3

8
s3

1c3)s(Z 223 +
+

+
+

+
++

+
=  

Deci soluţia problemei este 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++++
+

=

−−+
+

=

−−

−

xcosxe
3
1e

3
1

3
8x

6
1c3)x(z

e
3
1

3
2x

3
5x

6
1c3)x(y

xx2

x2

 c ∈ R. 

 Condiţiile Cauchy sunt satisfăcute pentru orice valoare reală a 
constantei c. 
 

6.6. Ecuaţii cu argument întârziat 
6.6.1. Să se determine soluţia ecuaţiei 

⎩
⎨
⎧

<=
=−+−−

.0x,0)x(y
x)2x(y)1x(y4)x(y3

 

Soluţie: Interpretăm ecuaţia astfel: 
)x(xu)2x(u)2x(y)1x(u)1x(y4)x(u)x(y3 =−−+−−−  

şi aplicăm transformarea Laplace, folosind deplasarea în real şi notând 
Y(s) = L [y(x)]. Obţinem succesiv 

2
s2s

s
1)s(Y)ee43( =+− −−  

2
ss

s
1)s(Y)e3)(e1( =−− −−  

).
e

3
11

1
3
1

e1
1(

s2
1)

e3
1

e1
1(

s2
1)s(Y

ss2ss2 −−−−
−

−
−

=
−

−
−

=  

Deoarece 

,1e
3
1,1eee sx)iyx(s <<== −−+−−  

obţinem 
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...)]
3

e...
3

e
3

e1(
3
1

...)e...ee1[(
s2
1)s(Y

n

ns

2

s2s

nss2s
2

+++++−

−+++++=

−−−

−−−

 

...]e)
3

11(...e)
3
11(e)

3
11(

3
2[

s2
1)s(Y ns

1n
s2

3
s

22
+−++−+−+= −

+
−−  

∑
∞

=

−
+

−+=
1n

2
ns

1n2 s
1e)

3
11(

2
1

s3
1)s(Y  

şi, aplicând transformarea inversă, rezultă 

∑
=

+
−−+=

]x[

1n
1n ),nx)(

3
11(

2
1x

3
1)x(y  

unde [x] reprezintă partea întreagă a lui x. 
6.6.2. Să se integreze ecuaţia diferenţială cu argument întârziat 

⎩
⎨
⎧

≤=
=−+
.0x,0)x(y
x)1x(y)x(y 2'

 

Soluţie: Deoarece y(0) = 0 şi punând Y(s) = L [y(x)] avem 
 şi )s(sY)]x(y[ ' =L ),s(Ye)]1x(y[ s−=−L  relaţii care se introduc în 

ecuaţie şi găsim 

.
s
e)1(2)s(Y

0n
4n

ns
n∑

∞

=
+

−
−=  

 
 

Dar ,
s

)!3n(]x[ 4n
3n

+
+ +

=L de unde ∑
∞

=

+
−

+
−

−=
0n

3n
n ),nx(u

)!3n(
)nx()1(2)x(y  

deci 

∑
=

+

+
−

−=
]x[

0n

3n
n .

)!3n(
)nx()1(2)x(y  
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6.7. Ecuaţii cu derivate parţiale 
6.7.1. Să se rezolve ecuaţia cu derivate parţiale de ordinul 1 

cvasiliniară 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

=
∂
∂

+
∂
∂

2)1x()x,0(y

tcos
x
y

t
y

 

Soluţie: Având condiţie în punctul t = 0 aplicăm transformarea 
Laplace funcţiei y(t, x) în raport cu t, considerând pe x drept parametru. 
Notăm L  [y(t, x)] = Y(s, x) şi obţinem succesiv 

∫
∞

−=
0

st dte)x,t(y)x,s(Y  

]t[cos]
x
y[]

t
y[ LLL =

∂
∂

+
∂
∂  

∫
∞

−

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

0

st

x
)x,s(Ydte

x
y]

x
y[L  

).x,0(y)x,s(sY]
t
y[ −=

∂
∂L  

Ecuaţia iniţială se scrie atunci 

1s
s)1x(sY

x
Y

2
2

+
++=+

∂
∂  

şi devine o ecuaţie linară de ordinul 1 în variabila independentă x, 
neomogenă cu coeficienţi constanţi, s fiind un parametru.  

Soluţia generală a acestei ecuaţii va fi 

Y(s, x) = 
1s

1
s
2)1x(

s
2)1x(

s
1

232
2

+
+++−+ . 

Atunci 
y(t, x) = L -1[Y(s, x)] = (x + 1)2 – 2(x + 1)t + t2 + sin t. 

 
 
 



6. Metode operaţionale pentru rezolvarea unor ecuaţii diferenţiale şi sisteme de 
ecuaţii diferenţiale 

189

6.7.2. Să se rezolve ecuaţia cu derivate parţiale de ordinul doi de 
tip parabolic 

0
t
y

x
y
2

2
=

∂
∂

−
∂
∂  cu condiţiile 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

=

.0)1,t(y
0)0,t(y

xsin)x,0(y π
 unde x ∈ (0, 1), t > 0. 

Soluţie: Se observă că ecuaţia modelează problema propagării 
căldurii într-o bară de lungime finită, l = 1, care nu are surse de căldură la 
extremităţi. Aplicăm transformarea Laplace funcţiei y(t, x) în raport cu t 
(deoarece avem condiţie în punctul t = 0), considerând pe x drept 
parametru. Notăm L  [y(t, x)] = Y(s, x), s > 0 şi obţinem succesiv 

∫
∞

−=
0

st dte)x,t(y)x,s(Y  

0]
t
y[]

x
y[ 2

2
=

∂
∂

−
∂
∂ LL  

∫
∞

−

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

0
2

2
st

2

2

2

2

x
)x,s(Ydte

x
y]

x
y[L  

2

2

2

2

x
)x,s(Y]

x
y[

∂
∂

=
∂
∂L  

).x,0(y)x,s(sY]
t
y[ −=

∂
∂L  

Avem 

0s,xsinsY
x
Y
2

2
>−=−

∂
∂ π , 

adică o ecuaţie diferenţială în variabila independentă x, liniară şi 
neomogenă cu coeficienţi constanţi şi cu s parametru.  

Ecuaţia caracteristică r2 – s = 0 are soluţiile reale ,sr,sr 21 −==  iar 
soluţia generală a ecuaţiei omogene corespunzătoare este 

sx
2

sx
1o ecec)x,s(Y −+= , c1, c2 constante. 

 Prin identificare se găseşte o soluţie particulară a ecuaţiei 
neomogene 
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xsin
s

1Y 2p π
π+

=  

deci soluţia generală a ecuaţiei neomogene este 

.xsin
s

1ecec)x,s(Y)x,s(Y)x,s(Y 2
sx

2
sx

1po π
π+

++=+= −  

 Prin aplicarea operatorului L  asupra condiţiilor la extremităţi,    
y(t, 0) = 0, y(t, 1) = 0, rezultă succesiv 

0)0,s(Y)]0,t(y[ ==L  

0)1,s(Y)]1,t(y[ ==L  

⎩
⎨
⎧

=+

=+
− 0ecec

0cc
s

2
s

1

21  de unde 0cc 21 ==  şi 

.xsin
s

1)x,s(Y 2 π
π+

=  

 Prin inversa transformării Laplace obţinem soluţia 

.xsine)x,t(y t2
ππ−=  

6.7.3. Să se rezolve ecuaţia cu derivate parţiale de ordinul doi de 
tip hiperbolic 

2

2

2

2

x
y4

t
y

∂
∂

=
∂
∂ , x ∈ [0, l], t ≥ 0  

ştiind că 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
=

=
∂
∂

=

t7)l,t(y
0)0,t(y

0)x,0(
t
y

0)x,0(y

 

Soluţie: Ecuaţia modelează problema oscilaţiilor libere ale coardei 
de lungime l, fixată la unul din capete, aflată la momentul iniţial în repaus 
şi care nu este supusă la perturbaţii exterioare. 

Aplicăm transformarea Laplace funcţiei y(t, x) în raport cu t 
considerând pe x drept parametru. Notăm L  [y(t, x)] = Y(s, x) şi obţinem 
succesiv 
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∫
∞

−=
0

st dte)x,t(y)x,s(Y  

0]
t

y[]
x

y[4 2

2

2

2
=

∂
∂

−
∂
∂ LL  

∫
∞

−

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

0
2

2
st

2

2

2

2

x
)x,s(Ydte

x
y]

x
y[L  

)x,s(sY)x,0(y)x,s(sY]
t
y[ =−=
∂
∂L  

)x,s(Ys)x,0(
t
y]

t
y[s]

t
y[ 2
2

2
=

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂ LL . 

Rezultă o ecuaţie liniară omogenă de ordinul 2 cu coeficienţi 
constanţi 

0Ys
4
1"Y 2 =−  

cu soluţiile  

xs
2
1

2

xs
2
1

1 ececY
−

+= . 

Din condiţiile la limită 
0)0,s(Y)]0,t(y[ ==L  

2s
7)l,s(Y)]l,t(y[ ==L  

se obţine 

ls
2
1ls

2
121

ee

1
s
7c

−
−

=  şi 
ls

2
1ls

2
122

ee

1
s
7c

−
−

−= . 

Prin urmare soluţia va fi dată de  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=

−

−
2

xs
2
1

2

xs
2
1

ls
2
1ls

2
1 s

e
s

e

ee

7)x,s(Y . 
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6.8. Probleme propuse 
6.8.1. Rezolvaţi următoarele probleme Cauchy: 

a)     b)  
⎩
⎨
⎧

==
=+

6)0(y,5)0(y
0y4y

'

''

⎩
⎨
⎧

=
=−

1)0(y
eyy x'

c)    d) 
⎩
⎨
⎧

=
=+

1)0(y
xsin2yy'

⎩
⎨
⎧

==
=

4,0k,!k)0(y
x!6y

)k(

2)5(
 

Răspuns: a) y(x) = 5cos2x + 3sin2x; b) y(x) = ex (x + 1);  

c) y(x) = 2e-x – cosx + sinx; d) y(x) = 1xxxxx
7
2 2347 +++++ . 

6.8.2. Să se rezolve problema Cauchy pentru următoarele ecuaţii 
diferenţiale liniare, neomogene, cu coeficienţi constanţi: 

a)  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=++ −

2)0('y
1)0(y

exy4'y4"y x23

b)  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−=
=
=

==−+−

2)0("y
0)0('y
1)0(y

)x(yy,exy'y3"y3'''y x2

c)   f  funcţie original 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
−=

=
==−+−

8)0("y
2)0('y

1)0(y
)x(yy),x(fy8'y4"y2'''y

d) ;  e) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>=
>=

=+−

0a,1)a('y
0a,1)a(y

x2cosey5'y2"y x

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
=

=+

2)0('y
0)0(y

xcos
1y"y
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f) ;     g) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=
=−

1)0('y
1)0(y

thxy"y

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
=

+
=++

−

0)0('y
1)0(y

1x
ey'y2"y

x

 

h) ; i) 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
−=

=
−−−=+

2)0("y
1)0('y

1)0(y
)5x(u)2x(u'y2'''y

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
=
−

=+

0)0('y
1)0(y

x2sin1
1y2"y

 

Răspuns:  

a) x2
5

e)
20
xx41()x(y −++= ;  b) x

52
e)

60
x

2
xx1()x(y +−−= ; 

c)

∫ −−−+−−=
x

0

t2x2 dt)tx(f)x2sinx2cose(
8
1)ex2sinx2cos3(

2
1)x(y ; 

d) xe)x2sin
4
xx2(cos)x(y += ; e) xcoslnxcosxsinxxsin2)x(y ++= ; 

f) )
4

arctge(ch2shxe)x(y xx π
−+−= − ; 

g) ; ]x)1xln()1x[(e)x(y x −++= −

 
h) 

)5x(u)]5x(2sin
2
25x[

2
1)2x(u

)]2x(2sin
2
22x[

2
1)x(u)x2cosx2sin

2
21()x(y

−−−−−−

−−−+−−=
 

i) ]12xcos)12x[(
2
1)]2xsin1ln(1[

2
2xsin)x(y −++−+−= . 

6.8.3. (Ecuaţia lui Laguerre) Fie ecuaţia diferenţială cu 
coeficienţi variabili 

Nn,0)x(ny)x('y)x1()x("xy ∈=+−+  
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 Pentru n fixat, această ecuaţie admite un polinom de gradul n ca 
soluţie. Fie Ln(x) acest polinom. 

a) Cunoscând y(0) = y0 şi y′(0) = y1 şi folosind transformata 
Laplace împreună cu o teoremă de dezvoltare să se determine polinomul 
Ln(x), ştiind că xn are coeficientul (-1)n. 

b) Să se scrie L0(x), L1(x), L2(x) şi L3(x). 
c) Să se demonstreze relaţia de recurenţă 

0)x(L)1n()x('L)1n()x('L nn1n =+++−+  

Răspuns:  

]
!n

xC)1(...
!3

xC
!2

xC
!1
xC1[c)x(L

n
n
n

n
3

3
n

2
2
n

1
nn −++−+−=  

şi, conform ipotezei, luăm c = n! , obţinând 

nn
n

n33
n

22
n

1
nn xC)1(...x

!3
!nCx

!2
!nCx

!1
!nC!n)x(L −++−+−=  

de aici rezultă L0(x) = 1, L1(x) = 1 – x, L2(x) = 2 - 4x + x2, L3(x) = 6 - 18x 
+  9x2 - x3. 

6.8.4. Să se integreze sistemul diferenţial liniar neomogen 

⎩
⎨
⎧

=++
=+−−
0y'z2"y

xsinz2y2'z'y
 cu condiţiile 

⎩
⎨
⎧

=
==

0)0('y
0)0(z)0(y

 

Răspuns:  

xsin
5
2xcos

5
1xe

3
1e

9
1e

45
4)x(y xxx2 −−++= −−  

.xe
3
1e

9
1e

9
1)x(z xxx2 −− ++−=  

6.8.5. Să se rezolve problema Cauchy 

⎩
⎨
⎧

=−
=+

0y2"z
0z2"y

 cu condiţiile 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

==

1)0('z
1)0('y

0)0(z)0(y
 

Răspuns: 

)xsinexcosexsinexcose(
4
1)x(y xxxx −− +−+=  
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)xcosexsinexcosexsine(
4
1)x(z xxxx −− ++−= . 

6.8.6. Să se rezolve problema Cauchy 

⎩
⎨
⎧

=−−+
=−++

− x

x

ez'zy2"y
ez"z'y"y  cu condiţiile 

⎩
⎨
⎧

==
==

0)0('z)0('y
0)0(z)0(y

 

Răspuns:  

x
2
3

xx e
3

13e
5
1e

3
1)x(y

−− −++−=  

x
2
3

xx e
3

13xe
5
3e

5
79

3
2)x(z

−
+++= . 

6.8.7. Să se determine soluţia problemei Cauchy pentru următoarea 
ecuaţie diferenţială liniară cu coeficienţi variabili. 

⎩
⎨
⎧

=
−=+

0)0(y
1x)x('y2)x(''xy

 

 Răspuns: 
2
x

6
x)x(y

2
−= . 

6.8.8. Să se integreze ecuaţiile cu argument întârziat 

a) ; 
⎩
⎨
⎧

≤=
=−+
0x,0)x(y

x)1x(y)x('y 2

b) 
⎩
⎨
⎧

==
=−−

0)0('y)0(y
x)1x('y2)x("y

; 

c) 
⎩
⎨
⎧

==
=−+−+

.0)0('y)0(y
x)4x(y)2x('y2)x("y

 

Răspuns: 

 a) ∑
=

+

+
−−

=
]x[

0n

3nn

)!3n(
)nx()1(2)x(y  

b) ∑
=

+

+
−

=
]x[

0n

3nn

)!3n(
)nx(2)x(y  
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c) ∑
=

+

+
−

+−=
]

2
x[

0n

3n
n

)!3n(
)n2x()1n()1()x(y . 

6.8.9. Să se rezolve ecuaţia cu derivate parţiale de ordinul 1 
cvasiliniară 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

=
∂
∂

+
∂
∂

2)1x()x,0(y

t3sin
x
y

t
y2  

Răspuns: y(t, x) = (x + 1)2 – (x + 1)t + 
4
1 t2 - 

6
1 cos3t +

6
1  

6.8.10. Folosind transformarea Laplace să se rezolve ecuaţia cu 
derivate parţiale de ordinul doi de forma 

0
t
y

x
y
2

2
=

∂
∂

−
∂
∂  cu condiţiile 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

=

.0)1,t(y
0)0,t(y

x2sin3)x,0(y π
 unde x ∈ (0, 1), t > 0. 

Răspuns:  .x2sine3)x,t(y x24 ππ−=

6.8.11. Folosind transformarea Laplace să se integreze ecuaţia cu 
derivate parţiale de ordinul 2 cu funcţia necunoscută y(t, x), x∈R, t ≥ 0, de 
forma 

0
t

y
16
1

x
y

2

2

2

2
=

∂

∂
−

∂

∂  cu condiţiile 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+=
∂
∂

=

=

=
∂
∂

x3cos3xcos2)x,0(
t
y

0)x,0(y

0)
2
3,t(y

0)0,t(
x
y

ππ

 

Răspuns: 

x3cost12sin
4
1x4cost4sin

2
1)x,t(y ππ

π
ππ

π
+= . 
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6.8.12. Să se integreze ecuaţia 

0t,0x,
t

y
x

y
2

2

2

2
>>

∂
∂

=
∂
∂  ştiind că 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
∂
∂

=
=

=
∞→

0)x,0(
t
y

0)x,0(y
t2sin10)0,t(y

0)x,t(ylim
x

 

Răspuns: 

⎩
⎨
⎧

≥
<<−

=
tx,0

tx0),xt(2sin10
)x,t(y . 

 6.8.13. Să se rezolve următoarele sisteme de ecuaţii diferenţiale, 
utilizând transformarea Laplace: 

a)  ;             b) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
=
+=
+=

7)0(z
2)0(y

z3y4'z
zy6'y

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

==
==

−=
−=

4)0('z,3)0(z
2)0('y,1)0(y

z3y2"z
z4y3"y

 ; 

c) ;    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==
=+++

=+++ −

0)0(z)0(y
1z'zy2'y2

ez2'zy3'y x2

 d) 
⎩
⎨
⎧

===
+=+=+

1)0(u)0(z)0(y
'y'u'u'z'z'y

; 

e) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
=
−=
−=

3)0(z
8)0(y
z2y'z
z3y2'y

 

 Răspuns: 

a)  ;  
⎩
⎨
⎧

+=
−=

x2x7

x2x7

e4e3)x(z
ee3)x(y

b)  ; 
⎩
⎨
⎧

++−=
++−=

xsin6xcos5e2)x(z
xsin6xcos5e4)x(y

x

x
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c)  ;  
⎩
⎨
⎧

−++−=
++−=
−−

−−

3e)5x2(e2)x(z
2e)3x(e)x(y

xx2

xx2

d) y(x) = z(x) = u(x) = 2
x

e ; 

e)  
⎩
⎨
⎧

−=
+=

−

−

x4x

x4x

e2e5)x(z
e3e5)x(y
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Capitolul 7. METODE OPERAŢIONALE DISCRETE.                      
                     ECUAŢII CU DIFERENŢE FINITE 
 
7.1. Consideraţii teoretice 
Se numeşte diferenţa de ordinul 1 sau diferenţa finită a funcţiei       

f: R→ R în punctul n∈ R expresia 
)n(f)1n(f)n(f −+=Δ  

Se numeşte diferenţa de ordinul p ≥ 2 a funcţiei f în punctul n 
expresia 

))n(f()n(f 1pp −= ΔΔΔ ∈≥−+−= ∑
=

p,0n),kpn(fC)1( k
p

p

0k

k N*. 

 O funcţie f: Z→ C se numeşte funcţie original dacă îndeplineşte 
condiţiile: 

i. f(n) = 0 pentru n < 0 
ii.  există numerele reale pozitive M = M(f) şi R = R(f) astfel 

încât ⎢f(n)⎢≤ MRn, oricare ar fi n≥ 0. 

 Se numeşte transformata z a funcţiei original f funcţia F: C→ C  cu 
valorile 

⊂∈= ∑
∞

=

− Dz,z)n(f)z(F
0n

n  C, 

unde Dcf este un domeniu de convergenţă care depinde de f. 
 Operaţia de determinare a funcţiei F se notează prin operatorul I 

∑
∞

=

−=
0n

nz)n(f)z)](n(f[I , n ∈Z. 

 În cele ce urmează vom folosi notaţiile F(z) şi I [f(n)]. 
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Dacă se renunţă la prima condiţie din definiţia funcţiei original 
atunci suma din expresia transformatei z se extinde de la -∞ la ∞. În acest 
caz transformarea z se mai numeşte transformarea Laplace discretă.  

Proprietăţi ale transformării z directe şi ale transformării z 
inverse 

P1. Liniaritatea 
)]n(g[)]n(f[)]n(g)n(f[ III βαβα +=+ oricare ar fi 

scalarii ∈βα , C. 

Domeniul de convergenţă Dcf ∩Dcg ⊆ Dc(αf + βg). 
P2. Proprietatea de asemănare (schimbare a scalei) 

)az(F
azz

)]n(f[)]n(fa[ n =
→

=− II , n ∈Z, a∈C*. 

Domeniul de convergenţă Dca-nf = {z| az∈Dcf}. 
P3. Proprietăţi de întârziere sau translatarea la dreapta respectiv la 

stânga cu p paşi a funcţiei original  

]z)k(f)z(F[z)]pn(f[
p

1k

kp ∑
=

− −+=−I , n ∈Z, p ∈N* 

]z)k(f)z(F[z)]pn(f[
1p

0k

kp ∑
−

=

−−=+I , n ∈Z, p ∈N* 

Domeniul de convergenţă Dcf. 
P4. Proprietatea de derivare a imaginii (modularea cu o rampă sau 

cu o rampă modulată exponenţial) 

)z(F
dz
dz)]n(nf[ −=I , n ∈Z 

)z(F
dz
dz)]n(fn[ n

α
α −=I , n ∈Z, α ∈C* 

Domeniul de convergenţă Dc tf = Dcf, iar z = 0 apare ca un punct 
singular izolat. 

P5. Proprietatea transformării diferenţei finite şi a diferenţei de 
ordinul p ≥ 2 

)0(zf)z(F)1z()]n(f[ −−=ΔI , n ∈Z 
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I [Δpf(n)] = (z – 1)pF(z) - z , n ∈Z ∑
−

=

−−−
1p

0k

k1kp )0(f)1z( Δ

Domeniul de convergenţă Dcf D⊆ cΔf ... DcΔ⊆ ⊆ kf. 
P6. Proprietatea de inversare a timpului (rangului) 

I [f(-n)] = F(z-1), n ∈Z 

Domeniul de convergenţă Dcf(-n) = {z∈C| z-1∈D f}. c

P7. Proprietatea sumei  

1

n

0k z1
1])k(f[ −

= −
=∑I F(z) 

Domeniul de convergenţă Dcf D⊆ cΣf. 

P8. Derivarea în raport cu un parametru 

I [
p

)p,z(F]
p

)p,n(f
∂

∂
=

∂
∂ , n ∈Z şi I [f(n, p)] = F(z, p) 

Domeniul de convergenţă Dcf. 
P9. Formula sumei unei serii 

)z(Flim)k(flim
1z

n

1kn →=∞→
=∑  

P10. Formula valorii iniţiale 

f(0) =  sau f(0) = )z(Flim
z ∞→

)z(F)z1(lim 1

z

−

∞→
−  

P11. Formula valorii finale 

)n(flim
n ∞→

= )z(F)z1(lim 1

1z

−

→
−  

P12. Transformarea unei funcţii periodice f cu perioada T ∈ N*  

∑
−

=

−

−
=

1T

0n

nT
T z)n(f

1z
1)]n(f[I  

P13. Transformarea produsului de convoluţie al funcţiilor original 

∑
=

−=∗
n

0k
)kn(g)k(f)n)(gf(  

)].n(g[)]n(f[)]n)(gf[( III ⋅=∗  
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 P14. Convoluţia complexă 

I [f(n)g(n)] = ∫
∞+

∞−

ia

ia
d1)z(G)(F

i2
1 λ

λλ
λ

π
  

 P15. Transformarea z inversă 

f(n) = I -1[F(z)] = { }∑∫
=

−− =
m

1k
k

1n1n a,z)z(FzRedzz)z(F
i2

1
Γ

Γπ
 

unde ak reprezintă polii sau punctele singulare esenţiale ale funcţiei 
F(z)zn-1. 

o Formulă alternativă pentru calculul reziduurilor imaginii de 
argument inversat  

RezΓ {F(z)zn-1, ak} = RezΓ’ {F(
z
1 )z1-n, ak} 

o Formula seriei tayloriene a imaginii de argument inversat 

F(n) = 
0z

n

n

z
1F

dz
d

!n
1

=
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ , n∈N 

o Formula de calcul recurent bazat pe valoarea iniţială  

f(n) =  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− ∑

−

=

−

∞→

1n

0k

kn

z
z)k(f)z(Fzlim

f(0) =  )z(Flim
z ∞→

 
7.2. Probleme rezolvate 
7.2.1. Să se determine transformata z a funcţiei impuls δ şi a 

funcţiei unitate u, definite prin: 

⎩
⎨
⎧

=
≠

=
0n,1
0n,0

)n(δ  şi 
⎩
⎨
⎧

≥
<

=
0n,1
0n,0

)n(u  

Soluţie: Aplicând operatorul I obţinem 

1z)n()]n([
0n

n == ∑
∞

=

−δδI  
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.
1z

z

z
11

1
z
1z)n(u)]n(u[

0n
n

0n

n

−
=

−
=== ∑∑

∞

=

∞

=

−I  

7.2.2. Să se determine transformata z a funcţiei  
f (n) = u ( n – 5). 

  Soluţie: Aplicând teorema de întârziere, se obţine 

,
)1z(z

1
1z

zz)]n(u[z)]n(f[ 4
55

−
=

−
== −− II  

pentru 1z > . 

7.2.3. Să se determine transformatele z ale funcţiilor nsinω  şi 
ncosω , pentru .0>ω  

Soluţie: Avem n1nsin ≤ω , deci .1z,1)n(sinR >=ω  La fel şi 
pentru .ncosω  
 Pentru calculul transformatelor z cerute folosim următoarele 
rezultate: 

2
eencos

nini ωω
ω

−+
=  

∈>
−

= λλ
λ

λ ,ez
ez

z]e[ RenI C. 

Avem succesiv: 

,
1cosz2z

sinz
1cosz2z

1
i2
eez

)
ez
z

ez
z(

i2
1]ee[

i2
1]n[sin

22

ii

ii
nini

+−
=

+−
−

=

=
−

−
−

=−=

−

−
−

ω
ω

ω

ω

ωω

ωω
ωωII

 

.
1cosz2z

)cosz(z
1cosz2z

)ee(zz2
2
1

)
ez
z

ez
z(

2
1]ee[

2
1]n[cos

22

ii2

ii
nini

+−
−

=
+−

+−
=

=
−

+
−

=+=

−

−
−

ω
ω

ω

ω

ωω

ωω
ωωII
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7.2.4. Să se determine originalul funcţiei f al transformatei z de 
forma 

.1z,
1z

z)z(F 2 ±≠
−

=  

Soluţie: Descompunem fracţia 
1z

z
2 −

 în fracţii simple şi obţinem 

],)1(1[
2
1]})1[(]1[{

2
1

)]
1z

11(
1z

11[
2
1)

1z
1

1z
1(

2
1)z(F

nn −−=−−=

=
+

−−
−

+=
+

+
−

=

III
 

deci                           ].)1(1[
2
1)n(f)]z(F[ n1 −−==−I  

7.2.5. Să se rezolve ecuaţia cu diferenţe 

0)n(y4)n(y2 =−Δ  cu condiţiile 
⎩
⎨
⎧

=
=

3)1(y
1)0(y

 

Soluţie: Folosind definiţia diferenţei Δy(n) obţinem 
)n(y)1n(y)n(y −+=Δ  

)n(y)1n(y2)2n(y)n(y2 ++−+=Δ  

şi atunci ecuaţia devine 
.0)n(y3)1n(y2)2n(y =−+−+  

 Aplicînd transformata z asupra ecuaţiei, folosind proprietatea de 
întârziere, cu notaţiile I [y(n)] = Y(z) şi luând p = 1, găsim succesiv 

0)z(Y3)]0(y)z(Y[z2]
z

)1(y)0(y)z(Y[z 2 =−−−−−  

0)z(Y3z2)z(zY2z3z)z(Yz 22 =−+−−−  

,
3z

z
3z2z

zz)z(Y 2

2

−
=

−−

+
=  

şi aplicând transformarea inversă găsim 

.0n,3)n(y n ≥=  
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7.2.6. Să se rezolve următoarea ecuaţie cu diferenţe 

⎩
⎨
⎧

−=−==
=+

1)2(y,2)1(y,1)0(y
0)n(y2)n(y 23 ΔΔ  

 Soluţie: Exprimăm diferenţele de ordinul doi şi trei care apar în 
ecuaţie, după cum urmează 

Δ2y(n) =  y(n + 2) – 2y(n + 1) + y(n) 

Δ3y(n) = y(n + 3) – 3y(n + 2) + 3y(n + 1) – y(n) 
şi, prin înlocuire, ecuaţia dată devine  

y(n + 3) – y(n + 2) – y(n + 1) + y(n) = 0. 
Conform proprietăţii a doua de întârziere, aplicînd transformata z asupra 
ecuaţiei şi notând I [y(n)] = Y(z) se obţine succesiv 

−−−−−−− ]
z

)1(y)0(y)z(Y[z]
z

)2(y
z

)1(y)0(y)z(Y[z 2
2

3  

0)z(Y)]0(y)z(Y[z =+−− , 

(z3 – z2 – z + 1)Y(z) = z3 – 3z2, 

223

23

)1z(
z

1z
z

1zzz
z3z)z(Y

−
−

+
=

+−−
−

= . 

Aplicând transformarea inversă rezultă soluţia ecuaţiei iniţiale 

.0n,n)1()n(y n ≥−−=  

 
7.3. Probleme propuse 
7.3.1. Să se determine, pentru următoarele funcţii original, R(f) şi 

transfomata z. 

a)  0n,C,e)n(f n ≥∈= λλ ; b)  0n,)1()n(f n ≥−=

Răspuns:  

a)  λλ
λ Rez,

ez
z]e[ n >
−

=I  

b)  ∑
∞

=

− >
+

=−=−
0n

nnn 1z,
1z

zz)1(])1[(I . 
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7.3.2. Să se determine transformata z a funcţiilor următoare: 

a)
⎩
⎨
⎧

+=
=

=
1k2n,1

k2n,0
)n(f ;  b) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥

=
= 1n,

n
1

0n,0
)n(f  

Răspuns:  

a)  1
z
1,

1z
z

2 <
−

;            b)  
1z

zln
−

. 

7.3.3. Să se determine transformata z a funcţiei original de forma: 

n)n(f1 = ; ; ;  2
2 n)n(f = 3

3 n)n(f =

4
4 n)n(f = ;  n)1()n(f n

5 −=

Răspuns: 21 )1z(
z)]n(f[
−

=I ; 32 )1z(
)1z(z)]n(f[

−

+
=I ; 

4

2

3 )1z(
)1z4z(z)]n(f[

−

++
=I ; 5

23

4 )1z(
)1z11z11z(z)]n(f[

−

+++
=I ; 

25 )1z(
z)]n(f[
+

−=I . 

7.3.4. Să se determine transformatele z ale funcţiilor: 

a)  nsin2 ;    b)  ; ncos 2

c)  nsin3 ;    d)  . ncos3

Răspuns: 

a)  ]
12cosz2z

)2cosz(z
1z

z[
2
1

2 +−
−

−
; 

b)  ]
12cosz2z

)2cosz(z
1z

z[
2
1

2 +−

−
−

−
. 

Pentru c) şi d) folosim formulele: 

)n3sinnsin3(
4
1nsin3 −=  şi )n3cosncos3(

4
1ncos3 += . 
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7.3.5. Să se determine transformatele z ale funcţiilor: 
a)  nshϖ ;  b)  nchϖ . 

Răspuns: a) 
1zch2z

zsh
2 +− ω

ω ;  b) 
1zch2z

)chz(z
2 +−

−

ω
ω . 

7.3.6. Să se determine transformatele z ale funcţiilor: 

a)  ;     b)  1nna − nne λ− ; 

c)  n2en λ− ;   d)  ne1 λ−−  

Răspuns: a)
2)az(

z
−

; b) 
2)ez(

ze
λ

λ

−

−

−
; 

                 c) 
3)ez(

z)ez(e
λ

λλ

−

−−

−

+ ;  d) 
)ez)(1z(

)e1(z
λ

λ

−

−

−−

− . 

7.3.7. Să se determine transformata z inversă a funcţiilor imagine: 

a) z
a

1 e)z(F = ;   

b) 
1z

z2)z(F 22
−

= ;   

c) 
1z
z2z)z(F 3

2

3
−
+

= . 

Răspuns:  a)  Ra,
!n

a)n(f
n

1 ∈= ; 

                 b)  
⎩
⎨
⎧

+=
=

==
1k2n,1

k2n,0
2)n(u2)n(f2 ; 

                c)  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
≥=

=
2k3n,2
1k3n,1
0k,k3n,0

)n(f3 . 
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7.3.8. Să se rezolve următoarele ecuaţii cu diferenţe: 

a) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=−

3
1)0(y

0)n(y2)n(y3Δ
 ; 

b)   ; 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

=−−

5)1(y
1)0(y

0)n(y4)n(y3)n(y2 ΔΔ

c)  . 
⎩
⎨
⎧

===
=++

3)2(y,0)1(y,1)0(y
0)n(y4)n(y4)n(y 23 ΔΔΔ

Răspuns:   

a) 0n,)
3
5(

3
1)n(y

3
5z

z
3
1

5z3
z)]n(y[)z(Y n ≥=⇒

−
=

−
==I ; 

         b) 0n,5)n(y
5z

z)]n(y[)z(Y n ≥=⇒
−

== I ; 

         c) ⇒
+

−
−

=
−−+

++
== 223

23

)1z(
z

1z
z

1zzz
z2zz)]n(y[)z(Y I  

               .0n,n)1()n(u)n(y n ≥−+=⇒

7.3.9. (Şirul lui Fibonacci) Să se determine soluţia explicită a 
ecuaţiei cu diferenţe: 

   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥=
=

++=+

0n,1)1(y
0)0(y

)n(y)1n(y)2n(y
 

Răspuns:  
1zz

z)z(Y)]n(y[ 2 −−
==I , de unde rezultă  

])
2

51()
2

51[(
5

1)n(y nn −
−

+
= . 
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7.3.10. Să se determine originalul fi, i = 1, 2 al transformatelor z 
date de relaţiile 

a) 21 )4z(
z)z(F
−

=  ;   b)
z

1zln)z(F2
+

= ; 

c) 22

23

3 )1z(
zz10z)z(F

−
++

= ;   d) 2

22

4 )ez)(1z(
zez2ze)z(F λ

λλ

−

−−

−−
+−

−= ; 

e) 
z3cosz2z

3sin)z(F 235
+−

= . 

Răspuns:  a)   f1(n) = 4n-1n; 

                       b)   f2(n) = 
n
)1( 1n−− ; 

c)   f3(n) = n[2(-1)n + 3]; 

d)   f4(n) = e-λn(n + 1) – 1; 
e)   f5(n) = sin(3n – 6). 
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Anexa 1 
 
 

Transformatele Laplace ale unor funcţii uzuale 
 

Nr. f(x) L[f(x)] 

1. u(x - a), a ≥ 0 
s

e as−
 

2. x 
2s

1  

3. xn , n ∈ N 
1ns

!n
+

 

4. 1, −>ααx  
1s

)1(
+

+
α
αΓ

 

5. 
x

1  
s
π  

6. x  
ss2

1 π  

7. ∈a,eax C 
as

1
−

 

8. 1a,0a,a x ≠>  
alns

1
−

 

9. xsin  
1s

1
2 +

 

10. xcos  
1s

s
2 +
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11. sh x 
1s

1
2 −

 

12. ch x 
1s

s
2 −

 

13. xsin2  
)4s(s

2
2 +

 

14. xcos 2  
)4s(s

2s
2

2

+

+  

15. 0,xsin >ωω  
22s ω

ω
+

 

16. 0,xcos >ωω  
22s

s
ω+

 

17. 0,xsh >ωω  
22s ω

ω
−

 

18. 0,xch >ωω  
22s

s
ω−

 

19. 
x

xsin  arctgs
2
−

π  

20. 
x

shx  
1s
1sln

2
1

−
+  

21. 

x
e1 ax−  s

asln −  

22. 

x
ee xx αβ −  β

α
−
−

s
sln  

23. xln  
s
k

s
sln
+−  
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24. xsinx ω  
222 )s(

s2
ω
ω
+

 

25. xcosx ω  
222

22

)s(
s

ω
ω

+

−  

26. xxshω  
222 )s(

s2
ω
ω
−

 

27. xxchω  
222

22

)s(
s

ω
ω

−

+  

28. 0,Ca,xsineax >∈ ωω  
22)as( ω

ω
+−

 

29. 0,Ca,xcoseax >∈ ωω  
22)as(

as
ω+−

−  

30. xsheax ω  
22)as( ω

ω
−−

 

31. xcheax ω  
22)as(

as
ω−−

−  

32. 0,Ca,xsinxeax >∈ ωω  
222 ])as[(

)as(2
ω

ω
+−

−  

33. xcosxeax ω  
222

22

])as[(
)as(

ω
ω

+−

−−  

34. xshxeax ω  
222 ])as[(

)as(2
ω

ω
−−

−  

35. xchxeax ω  
222

22

])as[(
)as(

ω
ω

−−

+−  
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Anexa 2 
 
 

Transformatele z ale unor funcţii uzuale 
 

Nr. f(n)  I[f(n)] 

1. )n(δ  1 

2. 1)n(u =  
1z,

1z
z

>
−

 

3. an

az,
az

z
>

−
 

4. neλ  λλ Rez,
ez

z
>

−
 

5. 1k2n,1)n(f +==  
1z,

1z
z

2 >
−

 

6. 1n,
n
1

≥  1z,
1z

zln >
−

 

7. n 1z,
)1z(

z
2 >

−
 

8. (-1)nn 1z,
)1z(

z
2 >

+
−  

9. nsinω  
1cosz2z

sinz
2 +− ω

ω  

10. ncosω  
1cosz2z

)cosz(z
2 +−

−

ω
ω  
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11. nsin2 ω  ]
1cosz2z

)2cosz(z
1z

z[
2
1

2 +−

−
−

− ω
 

12. ncos2 ω  ]
1cosz2z

)2cosz(z
1z

z[
2
1

2 +−

−
+

+ ω
 

13. nshω  
1zch2z

zsh
2 +− ω

ω  

14. nchω  
1zch2z

)chz(z
2 +−

−
ω
ω  

15. nan-1

2)az(
z
−

 

16. nne λ−  
2)ez(

ze
λ

λ

−

−

−
 

17. ne1 λ−−  
)ez)(1z(

)e1(z
λ

λ

−

−

−−
−  

18. α
nC  1z,)

z
11( >+ α  

19. (-1)n

1z,
1z

z
>

+
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